La distribuzione normale
standardizzata

La distribuzione normale standardizzata e importante
perché le probabilita per tutte le distribuzioni normali
sono calcolate utilizzando la distribuzione normale
standard.

Se abbiamo una distribuzione normale le probabilita
corrispondenti alle aree sottese alla curva normale tra due
estremi x; e X, possono essere calcolate trasformando la
distribuzione nella distribuzione normale standard.

Queste probabilita vengono riportate in un’apposita tavola.

In questo modo e possibile evitare il ricorso a complessi
calcoli integrali per trovare le probabilita che una variabile
X assuma valori compresi all'interno di determinati
intervalli.

Inoltre permette il confronto immediato tra distribuzioni
diverse.




La distribuzione normale
standardizzata

La distribuzione normale standardizzata, detta z, € quella
particolare distribuzione normale con media uguale a 0 e
deviazione standard pari a 1.

La conversione ai valori standard modifica solo l'unita di
misura, non la posizione relativa o la distanza dei valori della
normale.




Trasformazione di una variabile
casuale normale standard

Formula per standardizzare una qualunque
variabile casuale normale:

Z=X-HU z e il valore
o standard di x

La standardizzazione € una trasformazione dei dati che
consiste nel rendere la media nulla (1 = 0), dato che ad
ogni valore della variabile originaria viene sottratta la
media della variabile stessa e assumere la deviazione
standard o quale unita di misura (o = 1) della nuova
variabile, dato che ogni valore viene diviso per o.

La distribuzione normale standardizzata viene indicata con
N(0,1).




Esempio

Qual e il voto piu alto? Uno studente ha sostenuto 2 esami presso 2
diverse universita straniere.

Nel primo esame ha ottenuto 27/30, mentre nel secondo 75/100.
Sapendo che la media dei voti di tutti gli studenti nei 2 esami e
stata rispettivamente 24,5/30 (con o 2) e di 68/100 (con o 6), in

quale esame lo studente ha avuto la performance migliore?

Con la standardizzazione si possono confrontare 2 fenomeni che
hanno scale differenti.

Valore standardizzato di 27/30: z1 = (27-24,5)/2= 1,25
Valore standardizzato di 75/100: z2 = (75-68)/6=1,17

Lo studente ha avuto una performance migliore nel primo esame,
perché si e allontano di piu dalla media in positivo.



Lo z-score

Lo z-score indica di quante deviazioni standard la variabile
casuale x si allontana dalla media (sopra o sotto).
Fornisce la posizione relativa di x rispetto al centro della

distribuzione.

Es. uno z-score di 2 significa che tra la media e la variabile
X ci sono 2 deviazione standard.




Funzione di densita normale

standardizzata
1 52
f(z)=_1 ¢ 2
\/2 T
T =3.14159

e = 2.71828 base dei
logaritmi naturali



Funzione di ripartizione della variabile

casuale normale standardizzata

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0| 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2{ 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
04| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6| 0,2258 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
09| 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0{ 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3 0,4032 | 0,4049 | 04066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4115 | 0,4131 | 0,4147 | 04162 | 0,4177
14| 0,4192 | 04207 | 0,4222 | 0,4236 | 0,4251 | 0,4265 | 0,4279 | 0,4292 | 0,4306 | 0,4319
1,5/ 0,4332 | 0,4345 | 0,4357 | 0,4370 | 0,4382 | 0,4394 | 0,4406 | 0,4418 | 0,4429 | 0,4441
1,6] 0,4452 | 04463 | 04474 | 0,4484 | 0,4495 | 04505 | 04515 | 0,4525 | 0,4535 | 0,4545
1,7 0,4554 | 0,4564 | 04573 | 0,4582 | 0,4591 | 0,4599 | 0,4608 | 0,4616 | 0,4625 | 0,4633
1,8 0,4641 | 0,4649 | 04656 | 0,4664 | 0,4671 | 04678 | 0,4686 | 0,4693 | 0,4699 | 0,4706
1,9| 0,4713 | 0,4719 | 0,4726 | 0,4732 | 0,4738 | 0,4744 | 0,4750 | 0,4756 | 0,4761 | 04767
2,0| 04772 | 04778 | 04783 | 04788 | 04793 | 0,4798 | 04803 | 0,4808 | 04812 | 04811
2,1| 0,4821 | 0,4826 | 04830 | 0,4834 | 04838 | 04842 | 0,4846 | 04850 | 0,4854 | 0,4857
22| 0,4861 | 0,4864 | 0,4868 | 04871 | 04875 | 0,4878 | 0,4881 | 0,4884 | 0,4887 | 0,4890
2,3| 0,4893 | 0,4896 | 0,4898 | 0,4901 | 0,4904 | 0,4906 | 0,4909 | 0,4911 | 0,4913 | 0,4916
24| 04918 | 0,4920 | 0,4922 | 0,4925 | 0,4927 | 0,4929 | 0,4931 | 0,4932 | 0,4934 | 0,4936
2,5| 0,4938 | 0,4940 | 0,4941 | 0,4943 | 04945 | 0,4946 | 0,4948 | 0,4949 | 0,4951 | 0,4952
26| 0,4953 | 0,4955 | 0,4956 | 0,4957 | 0,4959 | 0,4960 | 0,4961 | 0,4962 | 0,4963 | 0,4964
2,7| 0,4965 | 0,4966 | 0,4967 | 0,4968 | 04969 | 04970 | 04971 | 04972 | 04973 | 04974
2,8| 04974 | 0,4975 | 04976 | 0,4977 | 0,4977 | 04978 | 0,4979 | 0,4979 | 0,4980 | 0,4981
29| 0,4981 | 0,4982 | 04982 | 0,4983 | 04984 | 0,4984 | 04985 | 0,4985 | 0,4986 | 0,4986
3,0| 0,4987 | 0,4987 | 0,4987 | 0,4988 | 04988 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4990 | 0,4990
3,1| 0,4990 | 0,4991 | 04991 | 0,4991 | 04992 | 04992 | 0,4992 | 04992 | 0,4993 | 0,4993
3,2| 0,4993 | 0,4993 | 0,4994 | 04994 | 04994 | 0,4994 | ,0,4994 | 04995 | 0,4995 | 0,4995
3,3| 0,4995 | 0,4995 | 0,4995 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4997
34| 04997 | 0,4997 | 04997 | 0,4997 | 0,4997 | 04997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4998
3,5| 0,4998 | 0,4998 | 04998 | 0,4998 | 04998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998
3,6| 0,4998 | 0,4998 | 0,4999 | 0,4999 | 04999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,7| 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,8| 0,4999 | 0,4999 | 04999 | 0,4999 | 04999 | 0,4999 | 04999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,9| 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000

Valori delle aree sotto
la curva normale
standardizzatada 0 a z



Come si legge la tavola della
distribuzione normale standardizzata

Sugli assi sono riportati i valori della variabile z, mentre
all'interno si trovano i valori dell'area sotto la curva,
calcolati in base al variare di z.

Di solito i valori di z si usano con al massimo 2 cifre
decimali, percio la tabella riporta sull’asse verticale i numeri
interi con il primo decimale e su quello orizzontale solo la
seconda cifra decimale

» Il valore si trova all’incrocio

In virtu della proprieta di simmetria della distribuzione
normale, le tavole riportano soltanto i valori dell’area
compresa fra lo zero e l'ascissa +X, poiché per la simmetria
I'area sottesa dall’altra meta della curva e ovviamente
uguale.




Esempio

0 1,24

Qual e la probabilita che la variabile normale
standardizzata z sia compresa tra O e 1,24? 39,25%

z 0 1 2 3 A 5 6 7 8 9

0,0| 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
04| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 [ 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5| 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6| 0,2258 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7| 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
09| 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0/ 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 gg% 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 [(0,3925)| 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015




Esempio

A

-06 0 1,24
Qual e la probabilita che la variabile normale
standardizzata z sia compresa tra -0,6 e 1,24?
39,25+22,58% = 61,83%

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0{ 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,060 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
03| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
0,4| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5 0 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6] 10,2258 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7| 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0{ 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 |(0,3925)| 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015




Esempio

Qual e la probabilita che
la variabile normale
standardizzata z sia
compresa tra 0,72 e
1,367 41,31%-26,42%= |
14,89% 0,72 1,36

z 0 1 2 3 A 5 6 7 8 9

0,0{ 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
04| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5| 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6 0,2258 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7| 0,2580 | 0,2612 |(0,264 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,0839 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3| 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4115 [(0,4131 ) 0,4147 | 0,4162 | 0,4177




Domande di probabilita

| 3 tipi di probabilita che si possono calcolare sono:

1- la probabilita che la variabile casuale normale standardizzata z
sia < a un dato valore

2- la probabilita che z sia compreso tra 2 dati valori

3- la probabilita che z sia = a un dato valore



Domande di probabilita

La tavola della probabilita normale standard ci consente di
rispondere alle seguenti domande:

1- determinare l'area o la probabilita corrispondente a un
valore di z.

2- determinare i valori di z a partire da un‘area o una
probabilita.



Esempio

La durata media di un pneumatico in termini di distanza percorsa
e L =36.500km e la o=5.000.

| dati raccolti indicano che una distribuzione normale e
un’assunzione ragionevole.

Quale percentuale di pneumatici che durano piu di 40.000km ci si
puo aspettare? Qual e la probabilita che la durata superi i

40.000km?

z = (40.000-36.500)/5.000 = 0,70

AN

36.500 40.000

|
‘0 0,70



Esempio

r 0 1 2 3 4 5 ] 7 8 9

0,0| 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1| 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,103 | 0,141
03| 0,179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1283 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
04| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,700 | 0,1736 | 01772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5| 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2180 | 0,2224
0,6 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
ﬁ 0,2580 ) 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 02764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8] 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
09| 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0] 0,3413 | 03438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3| 0,4032 | 0,4049 | 04066 | 0,4082 | 0,4099 | 04115 | 04131 | 04147 | 04162 | 04177

Larea dell’intervallo 0-70 e pari
a 0,2580. Per trovare l'area a
destra di 0,70, posso fare=
1-(0,5+0,2580) = 0,2420.

0 0,70

La societa valuta la possibilita di fornire uno sconto su quegli
pneumatici che non forniscono la durata km garantita. Quale
dovrebbe essere la durata garantita in km in modo che non piu del
10% degli pneumatici portino allo sconto?
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0.00
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Esempio
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0.0594
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0.1379
0.1611
0.1367
0.2148
0.2431
0.2776
03121
0.3483
0.385%
0.4247
0.4641



Esempio

Sulla tavola si trova il valore di z che corrisponde a un‘area a
sinistra della media pari a 0,10.

Z=-1,28 e il valor che corrisponde alla garanzia desiderata.
Per trovare il valore della x corrispondente:

Z=X—-U = X=p+z0 z=-128 x-u=-1,280 x=un-1,280
o)

x = 36.500 — 1,28(5000) = 30.100

Una garanzia di 30.100km fa si che circa il 10% degli pneumatici
possa portare all’utilizzo della garanzia da parte degli acquirenti.



Distribuzione di probabilita

Le distribuzioni di probabilita svolgono un ruolo
importante nel fornire informazioni utili per le decisioni.

La  probabilita non  costituisce  direttamente
un’indicazione sulla decisione da prendere, ma fornisce
informazioni che aiutano il soggetto decisore a
comprendere meglio i rischi e le incertezze associate al
problema.




Esercizio

La paga oraria media per i manager finanziari € 32,62S e la
deviazione standard é 2,32S.

Si assume che le paghe siano distribuite secondo una normale.
1- Qual e la probabilita che un manager finanziario guadagni tra i
30S e i 35S dollari 'ora?

2- Quanto elevata deve essere |la paga oraria affinché un
manager finanziario faccia parte del 10% dei manager finanziari
piu pagati?

3- Per un manager finanziario selezionato a caso, qual € la
probabilita che guadagni meno di 28S l'ora.



z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0| 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1] 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
03| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
04| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5| 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6/ 0,2258 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7| 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9| 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3564 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3| 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4115 | 0,4131 | 0,4147 | 0,4162 | 0,4177
1,4| 0,4192 | 0,4207 | 0,4222 | 0,4236 | 0,4251 | 0,4265 | 0,4279 | 0,4292 | 0,4306 | 0,4319
1,5| 0,4332 | 0,4345 | 0,4357 | 0,4370 | 0,4382 | 0,4394 | 0,4406 | 0,4418 | 0,4429 | 0,4441
1,6| 0,4452 | 0,4463 | 0,4474 | 0,4484 | 0,4495 | 0,4505 | 0,4515 | 0,4525 | 0,4535 | 0,4545
1,7| 0,4554 | 0,4564 | 0,4573 | 0,4582 | 0,4591 | 0,4599 | 0,4608 | 0,4616 | 0,4625 | 0,4633
1,8/ 0,4641 | 0,4649 | 0,4656 | 0,4664 | 0,4671 | 0,4678 | 0,4686 | 0,4693 | 0,4699 | 0,4706
1,9 0,4713 | 0,4719 | 0,4726 | 0,4732 | 0,4738 | 0,4744 | 0,4750 | 0,4756 | 0,4761 | 0,4767
2,0| 0,4772 | 0,4778 | 0,4783 | 0,4788 | 0,4793 | 0,4798 | 0,4803 | 0,4808 | 0,4812 | 0,4811
2,1 0,4821 | 0,4826 | 0,4830 | 0,4834 | 0,4838 | 0,4842 | 0,4846 | 0,4850 | 0,4854 | 0,4857
2,2| 0,4861 | 0,4864 | 0,4868 | 0,4871 | 0,4875 | 0,4878 | 0,4881 | 0,4884 | 0,4887 | 0,4890
2,3| 0,4893 | 0,4896 | 0,4898 | 0,4901 | 0,4904 | 0,4906 | 0,4909 | 0,4911 | 0,4913 | 0,4916
2,4| 0,4918 | 0,4920 | 0,4922 | 0,4925 | 0,4927 | 0,4929 | 0,4931 | 0,4932 | 0,4934 | 0,4936
2,5 0,4938 | 0,4940 | 0,4941 | 0,4943 | 0,4945 | 0,4946 | 0,4948 | 0,4949 | 0,4951 [ 0,4952
2,6/ 0,4953 | 0,4955 | 0,4956 | 0,4957 | 0,4959 | 0,4960 | 0,4961 | 0,4962 | 0,4963 | 0,4964
2,7| 0,4965 | 0,4966 | 0,4967 | 0,4968 | 0,4969 | 0,4970 | 0,4971 | 0,4972 | 0,4973 | 0,4974
2,8| 0,4974 | 0,4975 | 0,4976 | 0,4977 | 0,4977 | 0,4978 | 0,4979 | 0,4979 | 0,4980 | 0,4981
2,9| 0,4981 | 0,4982 | 0,4982 | 0,4983 | 0,4984 | 0,4984 | 0,4985 | 0,4985 | 0,4986 | 0,4986
3,0{ 0,4987 | 0,4987 | 0,4987 | 0,4988 | 0,4988 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4990 | 0,4990
3,1| 0,4990 | 0,4991 | 0,4991 | 0,4991 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4993 | 0,4993
3,2| 0,4993 | 0,4993 | 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 | ,0,4994 | 0,4995 | 0,4995 | 0,4995
3,3| 0,4995 | 0,4995 | 0,4995 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4997
3,4| 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4998
3,5| 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998
3,6/ 0,4998 | 0,4998 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,7 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 [ 0,4999
3,8/ 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 [ 0,4999
3,9| 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000




Soluzione

21 = (30-32,62)/2,32 = -1,13
22 = (35-32,62)/2,32 = 1,03

=(0,3708+0,3485 =0,7193
2- La paga e data da = 32,62+1,28(2,32) = 35,59$

3- z3=(28-32,62)/2,32=-1,99 = 0,5-0,4767=0,0233

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0| 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359

0,1| 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754

0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141

0,3| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517

0,4| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879

0,5 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224

0,6] 0,2258 | 0,2291 [ 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549

0,7 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852

0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9] 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 228 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389

1,0] 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621

»
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830

0,3485
0,3708
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015

1,3| 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4115 | 0,4131 | 0,4147 | 0,4162 | 0,4177




La distribuzione normale
standardizzata

La distribuzione normale standardizzata puo essere usata
anche per calcolare i percentili.

X=un+zo

Es. il BMI medio per uomini di 60 annie 30 e ladevstde 7.
Qual € il 90° percentile del BMI?
In questo caso dobbiamo trovare il valore di X che
rappresenti il 90% di probabilita.

90" Percentile




Come calcolare i percentili

Con la distribuzione standardizzata possiamo trovare l'area
sotto la curva piu vicina al 90% e in questo modo

determinare il punteggio Z.

Sulla tabella non si trova il valore preciso 0,90, ma il valore
0,8997 che corrisponde al valore Z di 1,28 (I'89,97%
dell’area sotto la curva e al di sotto di 1,28).

¥

= [z

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0| 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,020 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1| 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3| 0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
0,4| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5| 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6| 0,2258 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7| 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9| 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0( 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1] 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 L GeQ, | 0,3830
0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 0,398 0,4015
1,3| 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4115 | 0,4131 | 0,4147 | e 0,4177




Come calcolare i percentili

Il valore preciso di Z che contiene fino al 90% dei valori &
1,28.

Usando l'equazione X=u + Zo
X=30+1,28(7) = 38,96.

Come interpretare i dati: il 90% del BMI negli uomini di 60
anni e sotto il valore di 38,96, il mentre il 10% €& sopra il
valore di38,96.



Il 50esimo percentile?

0.00
0.0003
00005
G.0007
0010
00013
00019
0.0026
00035
00047
0062
0.0082
00107
0135
00179
0228
00287
¢.0359
G046
0548
0.0668
0808
0968
01151
01357
01587
01841
2119
(.2420
.2743
0.3085
03445
3821
04207

0.5000 >

0.01
0.0003
00005
0.0007

Q0013
0.0018
0.0025
00034
0.0045
0.0060
0.0080
0.0104
0.136
0.0174
00222
0.0281
0.0351
0.0436
0.0337
0.0655
0.0793
0.0951
0.1131
0.1335
0.1562
0.1814
02050
023849
02705
0.3050
0.3409
037383
0.4168
0.4502
0.4960

0.02
0.0003
0.0005
0.0006

00013
0.0018
0.0024
0.0033
0.0044
.005%
0.0078
0.0102
.3z
00170
0217
0.0274
0.0344
0.0427
0.0526
0.0643
0.O773
.0934
01112
1314
0.1539
0.1788
.2061
(2358
0.2676
0.3015
0.3372
0.3745
0.412%
14522
0.4920

0.03
0.0002
0.0004
0.0006

0012
0.0017
0.0021
00032
00043
00057
G.0075

0129
0.0166
00212
0268
0330
0418
0516
0.0630
00764
0218
.1093
1252
01515
01762
.2033
0.2327
1.2643
0.2981
0.3336
0.3707

14483
04880

0.04
0.0003
0.0004
0.0006
0.0008
0.0012
0.0016
0.0023
0.0031
0.0041
0.0055
0.0073
0.00496
0.125
0.0162
0.0207
0.0262
0.0324
0.0404
0.0505
0.0618
0.0749
.05
0.1075
01271
0.1492
0.1736
02005
0.2206
0.2611
0.2946
0.3300
03669
0.4052
0.4443
0.4840

0.05
£.0003
.0004
0006
0008
0011
00016
0.0022
00030

0054
00071

0122
00158
0202
00256
00322
0.0401
0495
0.0606
0735
.0885
0.1056
1251
0.1469
01711
1977
0.2266
02578
0.2912
03264
3532
04013

4801

0.06
0.0003
0.0004
0.0006
0.0008
0.0011
0.0015
0.0021
0.0029
0.0039
0.0052
0.0069
00001
0.011%
0.0154
0.0197
0.0230
0.0314
0.0392
0.0485
0.0594
0.0721
0.0869
0.103%
10,1230
0.1446
0.1685
0. 1949
0.2236
0.2546
0.2877
0.2228
0.3504
0.3974
0.4364
0.4761

0.07
0.0003
0.0004
0.0005
0.0008
0.0011
0.0015
0.0021
0.0023
0.0038
0.0051
0.0068
0.0089
0.M16
0.0150
0.0m82
0.0244
0.0307
0.0384
0.0473
0.0582
0.0708
0.0853
0.1020
01210
0.1423
0.1660
0.1922
0.2206
0.2514
0.2843
0.3192
0.3557
0.3936
0.4325
0.4721

0.08
0.0003
0.0004
00005

00010
0.0014
0.0020
0027
0.0037
00049
0066
0.0087
0113
00146
0188
¢.0239
0301
00375
0465
00371
0.0654
0838
0.1003
1194
0.1401
0.1635
01894
02177
1.2483
0.2810
03136
0.3520
(.3897
14286
04681

0.09
0.0002
0.0003
0.0005
0.0007
.00
0.0014
0.0019
0.0026
0.0036
0.00143
0.0064
0.0084
0.1
0.0143
0.0183
0.0233
0.0264
0.0367
004535
0.0559
0.0631
0.0323
0.0985
01170
0.1379
0.1611
0.1367
0.2148
0.2431
0.2776
03121
0.3483
0.385%
0.4247
0.4641



Calcolo del 93esimo percentile

La media dei voti di esame e p = 26 con standard deviation di ¢

= 2.

Qual e il punteggio del 93esimo percentile?

Bisogna trovare lo z-score che si avvicina al valore 0,93.

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0( 0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1| 0,0398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0754
0,2| 0,0793 | 0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3 0,179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
0,4| 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1809 | 0,1844 | 0,1879
0,5| 0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
0,6 0,2258 | 0,2291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2518 | 0,2549
0,7 0,2580 | 0,2612 | 0,2642 | 0,2673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,8| 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2996 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9| 0,3159 | 0,3186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0] 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
1,1 0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 [ 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
1,2| 0,3849 | 0,3869 | 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3] 0,4032 | 0,4049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,4115 | 0,4131 | 0,4147 | ™0l 0,4177
14| 0,4192 | 0,4207 | 0,4222 | 0,4236 | 0,4251 | 0,4265 | 0,4279 | 0,4292 " 0,4319
1,5] 0,4332 | 0,4345 | 0,4357 | 0,4370 | 0,4382 | 0,4394 | 0,4406 | 04418 | UFR2Y | 0,4441




Calcolo del 93esimo percentile

Questo valore sara 1,48.
93rd percentile=pu+zo = 26 +(1.48)*2 = 28,96

Uno studente al 93esimo percentile dovrebbe ottenere un
punteggio di 28,96.



Asimmetria

Asimmetrica a sinistra Asimmetrica a destra

Codaa : % Coda a
sinistra ol i destra

Curva asimmetrica negativa Curva asimmetrica positiva

In teoria delle probabilita una distribuzione di probabilita e
simmetrica quando la sua funzione di probabilita P (nel caso
discreto) o la sua funzione di densita di probabilita (nel caso
continuo) siano simmetriche rispetto ad un particolare valore X=

.



Asimmetria

Asimmetria positiva: Moda<Mediana<Media
Asimmetria negativa: Media<Mediana<Moda

Codaa : : Coda a
sinistra 1 destra

Media<Mediana<Moda Moda<Mediana<Media

Lelemento fondamentale da ricordare € che la media si trova dalla
parte dell'asimmetria perché e influenzata dai punteggi estremi.
Cosi quando la media € maggiore della mediana, la distribuzione
puo essere denominata con asimmetria positiva; se invece la media
aritmetica e piu piccola della mediana allora la distribuzione e

asimmetrica negativamente.



Boxplot

Il boxplot € molto utile per capire se la distribuzione e
simmetrica e per confrontare la forma di piu distribuzioni.

1- Se la mediana non divide la scatola in 2 parti uguali
bisogna vedere da che parte & la dispersione maggiore dei
valori:

Asimmetrica a sinistra

2- Se la scatola e divisa in 2 parti uguali dalla mediana e i
baffi hanno la stessa lunghezza:

3- Se la scatola e divisa in 2 parti uguali dalla mediana,
bisogna vedere la lunghezza dei baffi

Asimmetrica a destra




