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Definizioni: punto interno e rapporto incrementale

Sia I un intervallo non vuoto. Diciamo che xj; € I einternoad [ se 3r > 0: (xo —1,x9 + 1) C I.
Inoltre, I < D¢ (la funzione e definita per ogni punto di I).

Siano f : [ > R e xy € I,interno ad [.Dato h € R, h # 0, chiamiamo rapporto incrementale di
f relativo a x, e all'incremento h il quoziente:

f(xo +h)— f(xp)

h
Rapporto La funzione f(x)
incrementale decresce passando
negativo da x a x+h

Rapporto La funzione f(x)
incrementale ‘ cresce passando
da x a x+h

positivo




Incremento della variabile x

Sia assegnata una funzione f (x) in un intervallo [a,b]
e sia X, un fissato punto interno all’‘intervallo [a,b].

Si passi dal punto x, ad un altro punto
interno all‘intervallo [a,b]

1l

si fornisce cioe un certo
incremento, che
’ \  chiamiamo 4, al valore xg

, |, in modo tale da trovarsi

. o int ¥ Il passaggio da xy ad xy+/ lungo I'asse delle
0 | IR RGO RART E NI RE V) ascisse viene detto
| y [a,b]
Osservazione: incremento della variabile x

se h >0 ci si sposta alla destra di x |
se h <0 ci si sposta alla sinistra di x, e coincide col valore h=(x,+h)-(x,)




Incremento della funzione f(x)

Le immagini mediante f dei punti xy € xo+ 4 Sono
rispettivamente f (x,) ed f (xo+ h)

La differenza f(x, +h)— f(x,)
tra i valori che la funzione assume
nel passare da xy ad xp+ &
si chiama
incremento
della funzione f

Calcoliamo il valore dell'incremento della funzione / nel passaggio
da x, ad xy+h con x,<x,+h

- Se f(xy,)<f(x,+h), incremento positivo, [ cresce passando da x, ad xg+h
- Se f(xy)>f(x,+h), incremento negativo, f decresce passando da x, ad xy+h
-se fix,) =f(xo+h), incremento mn’l/v,fé costante passando da xy ad xg+#h

_fr-"--fl_'_h) {(\ l)l
|
o 4}
ft) — foa+h)
& h &
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Rapporto incrementale

L'incremento della variabile x viene indicato col simbolo Ax Il rapporto tra I'incremento della variabile x
nel passaggio da x, ad xy,+4 e l'incremento della

funzione fviene detto
Ax=x,+h-x, rapporto incrementale
della funzione frelativo al passaggio

b da xy ad xo+h
Af,/ \ Y =St +h)- Sl Af _ flx+h)-f(x)
Ax

L'incremento della funzione f viene indicato col simbolo Af

AX h
Il rapporto incrementale esprime la “variabilita di f
relativamente ad un certo intervallo




Definizioni: derivata

Sia assegnata una funzione f (x) in un intervallo [a, b] e sia X un fissato punto interno all’intervallo [a, b].

Si definisce derivata della funzione f (x) nel punto X il limite, se esiste ed e finito, del rapporto incrementale
di f nel passaggio da x ad x + h, al tendere a zero dell’incremento h della variabile indipendente x:

D(f(xy)) = dfd(;co) = £(xg) = Al,i}_r}of(xo + AX;)C —f(x0) _ ,lli_%f(xo + hi)l — f(%o)

Derivata della funzione f nel
punto x



Definizioni: derivata

D(f(xy)) = dfd(;co) = £(xg) = Al;)icr—r>10f(x0 + AZ)C —f(x0) _ }lii%f(xo + hi)l — f(%o)

La derivata di una funzione f(x) in un punto X interno all’intervallo di definizione, quando esiste, € un numero.

Se f(x) e definita in un intervallo [a, b], agli estremi a e b dell’intervallo si puo parlare solo di derivata rispettivamente
destra e sinistra.

Si dice che una funzione f (x) e derivabile in un intervallo [a, b] se e derivabile in ogni
punto dell’intervallo [a, b] e se ammette derivata destra in a e derivata sinistra in b.



Esempio.
Verificare la derivabilita della funzione f(x) = x? nel punto x, = 2.

flo+h)-fg)  @+h* =% _4+dh+h® -4
(x0 +/)—xq - h h

2
_h+dh . 4 = limh+4=4
h h—0

La funzione f(x) = x? risulta derivabile in x, = 2: f'(2) = 4



Derivabilita e continuita

Se f(x) e derivabile in un punto x, € (a, b), allora f (x) e continua in x

Nei punti di discontinuita una funzione non puo ammettere derivata.

Ciog, se f(x) non & continua in un punto x, € (a, b),allora f(x) non é derivabile in x,



Significato geometrico della derivata

Ricordiamo:
Nel piano cartesiano, consideriamo una retta r non parallela all’asse delle ordinate di equazione y = mx + g, con m
coefficiente angolare e g termine noto

A
La retta r: y = mx + q forma I'angolo a con I'asse x e il punto A
P ha coordinate A = (0, q).

mx-+q e :

Il generico punto P sulla retta r ha coordinate P = (x, mx + q).

Sia s la retta passante per il punto A e parallela all’asse delle ascisse.

. Infine, indichiamo con B il punto di intersezione tra la retta s e la
A L perpendicolare da P all’asse delle ascisse, di coordinate B(x, q).

v

O X L'angolo PAB = «




Significato geometrico della derivata

Ricordiamo:
Significato geometrico del coefficiente angolare di una retta
4=(0,9)
P(x,mx + q)
t B(x,q)
2 PAB = «
P/ Consideriamo il triangolo rettangolo in B:
mx+qg [
q BP=APsena  BP _ APsena _ sena —tano
AB=APcosa AB  APcosa cosa
g AlAfa s P
‘B = —=tana
' AB
pye | -
ae By BP=(mx+q)—q=mx  BP _mx
= = m
AB = (x)-0=x AB X
BP
—> ——=m
AB




Significato geometrico della derivata

Sia assegnata una funzione f(x) derivabile in un intervallo [a, b] e sia xy un fissato punto interno all’'intervallo [a, b].
Si passi dal punto x; ad un altro punto x, + h interno all’intervallo [a, b] in modo tale da potere considerare i
corrispondenti valori di f.

indichiamo i due punti appartenenti
al grafico di fcon:

P(x,, f(x,))
Ox, +h, f(x, +h))

Sia r la retta passante per
P e Q e che forma un

, angolo a col semiasse

Ol a x Xy+h b positivo delle x




Significato geometrico della derivata

Da un punto di vista geometrico, quando h — 0 il punto P(x, f (xy)) rimane fisso, mentre il punto Q(xo + h, f (xo +
h)) si muove verso il punto P lungo la curva grafico della funzione f.
Contemporaneamente, spostandosi il punto Q verso il punto P, la retta passante per P e ( varia, in particolare in termini

di pendenza - varia il suo coefficiente angolare

D punto i vista geometrico, quando h = 0 punto P (1 f (1)) i
) simuove verso punto P ungola curvagrafic del fnzioe .
.ontemporaneamente spostandosil punto ( verso  punto P reta p
i pendenza 3 varia ! suo coeficienteangolare




Significato geometrico della derivata

Tali variazioni per h — 0 terminano quando il punto Q raggiunge il punto P, cioé quando la retta passante per P e Q si
assesta su una posizione limite che ¢ individuata dalla retta tangente t al grafico della funzione f nel punto di ascissa x
(cioe il punto P)

@_______________________--_-

6 |
/ Ol ax, —x,th b y=r&)

\ Cx’ y A
fx+Ax)
Ay
fx)
X X+ AxX

Y



Significato geometrico della derivata

6 5 L
/ Ol ax, — x,+h b

Quindi, indicando con a I'angolo che la retta tangente forma con il semiasse positivo delle x e con m; il suo coefficiente
angolare:

. fxo+h)—f(xo) . . , B B
illlI)I(l) r —}lll_r)rcl)tana—llll_r)rcl)mr S f(xg) =tana = my




Significato geometrico della derivata

Quindi, in definitiva, se a € I'angolo che la retta tangente al grafico della funzione f nel punto di ascissa x, forma con
semiasse positivo delle ascisse e se m; ¢ il suo coefficiente angolare, risulta che:

f'(xy) =tana = m;
Cioe:

La derivata f'(x,) della funzione f nel punto x; € uguale al coefficiente angolare m; della
retta tangente al grafico della funzione f nel punto P(x,, (%))



Conclusioni.
L'esistenza della derivata di una funzione f in un punto x, € legata:

> all’esistenza della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa x
> al fatto che il coefficiente angolare della retta tangente deve essere finito, essendo f'(xy) = m;

In particolare, essendo f'(x,) = tan @ = my, richiedere che il coefficiente angolare della retta tangente t al
grafico di f sia finito equivale a richiedere che a #+ >

T

aeiztanaeioo

La retta tangente al grafico della funzione f in un punto
di ascissa Xy non puo essere parallela all’asse delle
ordinate affinché la funzione f sia derivabile nel punto x,




Se f e una funzione derivabile in un punto x; , allora nel
punto di coordinate (X, , f(xg)) il suo grafico ammette
una retta tangente non parallela all’asse delle ordinate

Una funzione derivabile in un intervallo, € una funzione il
cui grafico e dotato di retta tangente in ogni suo punto




- DERIVATE DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

Universita degli Studi di Teramo




Derivate delle funzioni elementari

Se f e derivabile in ogni punto dell’intervallo (a, b), allora e possibile considerare una nuova
funzione che ad ogni punto x € (a, b) associa il valore della derivata f'(x)

x € (ab) - f'(x)ER

Tale funzione viene detta funzione derivata e si indica con il simbolo f'(x)



Derivate delle funzioni elementari: funzione costante

Sia data la funzione costante f(x) = k.

Vediamo quanto vale la derivata della funzione costante Vx € R:

fx+h) —f(x) k—k 0
h " h  h

I = o=

EEE) Dk =0,Vx € R




Derivate delle funzioni elementari: funzione costante

Dk =0,Vx € R

Il risultato appena trovato ha un’interpretazione geometrica: il grafico della funzione
costante f (x) = k e una retta parallela all’asse delle ascisse

l

In ogni punto, la retta tangente coincide con il grafico della funzione
Il coefficiente angolare della retta tangente e

me = O, Vx e R
(infatti, tan 0 = 0)



Derivate delle funzioni elementari: funzione lineare

Sia data la funzione bisettrice f(x) = x.

Vediamo quanto vale la derivata della funzione costante Vx € R:

fx+h)—f(x) x+h—-x h

h h h

:> Dx=1,Vx € R




Derivate delle funzioni elementari: funzione lineare

Dx=1,VxeR

Il risultato appena trovato ha un’interpretazione geometrica: il grafico della funzione
f(x) = x e la retta bisettrice del | e lll quadrante

l

In ogni punto, la retta tangente coincide con il grafico della funzione
Il coefficiente angolare della retta tangente e

me = 1, Vx e R
(infatti, tan— = 1)



Derivate delle funzioni elementari: funzione potenza

Sia data la funzione f(x) = x%, a € R,x > 0.
Si puo verificare che la derivata di tale funzione Vx € R*:
Dx% = ax®* 1, vx > 0,Va ER

Esempio.
f(x) = x? nel punto x, = 2

f(x0+h)—f(x0)_(2+h)2—(2)2_4+4h+h2—4_h2+4h_h+4
(xog +h) —x, h B h -~ h

> limh+4=4
h—-0

La funzione f(x) = x? & derivabilein x, =2 e f'(2) = 4




Derivate delle funzioni elementari: funzione potenza

1
Sia data la funzione f(x) = +/x = x2.

Ricordiamo: Dx% = ax®~1

1 11, 1 ._
f(x)=x2—>f’(x)=§x2 =X

N =

1
Di/x = ——,Vx € RY
VX 2/x




Derivate delle funzioni elementari: funzione potenza

= x 1,

RIr

Sia data la funzione f(x) =

Ricordiamo: Dx% = ax®~1



Derivate delle funzioni elementari: regole di derivazione

Da* = a*loga D sinx = cos x
De* = e* D cosx = —sinx
. 1 1
%6a X =5 log a



Derivate delle funzioni elementari

f(x)

ag + ax + ax* + -

log, x

log, x

+ a,x"

f'(x)
0
1
nx-1
1
2Vx
a, + 2a,x + -+ na,x™ !
1 1 1
;-logae =% Tna
1 1
;-logee =7
a*log,a = a* - =
log, e

f(x)
sin x
COS X

fan x

arcsin x
arccos x

arctan x

| x|

f ()]

f'(x)
COS X
—sinx
1
cos? x

=1+ tanx

1
V1 — x?
1
V1 — x?
1

1+ x?2
x |x]

x| ~ x
f'(x) con f(x) >0
—f'(x) con f(x) <0



Esercizi. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

L f(x)=x" f'(x)=Tx""=7x°

2. f(x)= x 2 f(x)==2x*1 =27
3. f(x)=x" f1(x)=m"™"

4. f(x)=4 S'(x)=0 ) 1
5. f= pem=te =2y

1 -1 1 - 1

6. f(x)=% f@=—gx? =mgx ==
7. f)=x? [(@)=-2x""="2x
8. f(x)=3" f'(x)=3"log,3
9. f(x)=10g5|x| %'bgse:
10. f(x)=e f'(x)=0




Derivata seconda - n-esima

A questo punto, ha senso chiedersi se la funzione derivata f'(x) € a sua volta derivabile in un

punto oppure in tutto l'intervallo (a, b). In caso affermativo, chiameremo derivata seconda la
derivata di f' e la indicheremo:

e
Df(x)

In modo analogo, si definiscono le funzioni derivata terza f'''(x), derivata quarta f'V (x), e di
ordine ancora superiore, in generale derivata n-esima:

f*(x)
D™ f (x)
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Regole di calcolo delle derivate (somma, prodotto, rapporto)

Sef:(ab) > R,g: (ab) > R sono due funzioni derivabili in (a, b)

f+9, f9 5.cong #0)
Sono derivabili in (a, b) e valgono le seguenti formule:
> (ft9)' =19
> (f-9)=f-g9g+f-g9g->Uk-f)=k-f

! ! P ! /
- (0) =t () =
g g g g




Esercizi. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

f(x) =4x*>+ 4 F(x) = x + x2/3
A a2y Lay = d a( 2
—(4x) +—(4) = £ (o) + 2 (x3)
'(x) =4-2x>"1+0=28x , 1 2 _ 1 2
AL fx) —2* 1/2+§x V= 2x1/2 " 3x1/3

flx) =—x"%+3x3
% (—x~2) + % (3x3) =

fl(x) =——2x"2"1+3.3x32=2x"3+9x



Esercizi. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

f(x) =logx —e*
2 (nx) = (e

fl) =5 ¢

fx)=x-e*

x ax da . x
e dx+xdx(e )

f'l(x)=1-e*+x-e* =e* + xe*

f-9=f-9+f 9

flx)=x*-(x+1)

424,29
(x+1)dxx + x dx(x+1)

f') =2x-(c+ 1) +x?- (1) = 2x% + 2x +x% = 3x” + 2x

fo) ==

d dx
XD x—(x-1)

x2

HOE

1x-1-(x-1) 1

x2

x2




Regole di derivazione

f(x)
LF (0]

AC)
£
af )

ef ()
loga f(x)

log f (%)

f'(x)
@ fG)* - f(0)

- f'(x)

2 f (%)
1

f2(x)

af®loga - f'(x)

- f'(x)

ef ). £1(x)

1 1
f(x) .loga.f (%)

1
m'f(x)
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