LE DERIVATE

1. GENERALITA
Definizione 1.1)
La derivata e un operatore che ad una funzione f associa un’altra funzione e che obbedisce alle

seguenti regole:

(1) D(aox”) = (aox“)| = nax"™ derivata di un monomio
ESEMPI

D(3¢) = 2:3:x*" = 6x

D (5x‘) = 4-5:x*" = 20x"

(2) D (ax) = &, derivata di un monomio conn =1
ESEMPI

D(7x) =1.7-x** = 7x* = 7.1 = 7, D(10x) = 10, D(3x) = 3

B)D(x) =1 derivata di un monomio con a, = 1=n
4) D(c) =0 derivata di una costante
ESEMPI

D(4) = 0, D(10) = 0, D(25) = 0

(5) D(x") = nx"* derivata di un monomio con a, = 1

Piu in generale risulta:

(5.1)D(x*) = ax“* (areale qualsiasi)



Ricordando le regole delle potenze:

seguono varie proprieta applicate nei seguenti
ESEMPI

D(x?’) = 3x*' = 3x?, D(x5)

5¢ = 5, D(x?) = 8t = 8¢, D(xﬁ) = 2 x'7 1

D (x“ﬁ) = (1+ %/E) xV2

Se a = E allora si ha:
n
1 1 1-n
o) = Lot = Lo L L
n n n

XN

che si puo scrivere, in modo pit semplice, come segue:

(6) D (W) -1 derivata della radice n-esima
n n Xn—l
ESEMPI
1 1 1 1 1 1
O() = 5 e = 5508 = e = 006 = e
2 X2t 2 Jx 33x%t 3% 53/x°* 53/x*

Piu in generale si ottiene:

0 D[{i()] = n—%

derivata della radice n-esima di una funzione

ESEMPI

3 |
D( *x3—4x+2) _ (x —4x+2) _ 32 _4

2\/(X3—4X+2)2_1 B 2\/X3—4X+2




|
D(%ZQ?IEQT:E) _ (#eed-5)  1peelx | 4 dx

3 ?{/(4x3 +6x° — 5)37l 3 3{/(4x3 +6x°2 — 5)2 3\/(4x3 +6x° — 5)2

T3 = (5x+3) _ 5 _ 1
P (¥5x+3) 5%/(5x+3°"  5%(5x+3"  g(5x+9)°

(8) D [a f(x)£b g(x)] = aDf(x)+bDg(x) derivata della somma (o differenza) e linearita
ESEMPI

D (5x* +3x* + 7x+6) = 5D (x*)+3D (x*)+7D (x)+6D (1) = 20x*+6x+7

D (6x®—2x* + 4x—6) = 6D (x*)—2D (x’)+4D (x)-6D (1) = 18x* —4x+4

D(-4x°+7x) = 4D (x*)+ 7D (x) = —12x" +7

9) D[ f(x)a(x)]=[f(x) ] =fl(x)g(x)+f (x)g'(x) derivata del prodotto
ESEMPI
D|(x* -1) (5x+2)| = (¢ 1) (5x+2) +(x? ~1) (5x+2) = 2x(5x+2)+(x*~1) 5 =

= 10x® +4x+5x* =5 = 15x* +4x—5

(2x+3)(x2 +2x)+ (2x+3) (X2 +2x) = 2 (% +2%)+(2x+3) (2x+2) =

D :(2x +3) (x2 + ZX)]

= 2 +4X+4X* +4X+6X+6 = 6x°+14x+6

D :(3x3 +ax+1) (3¢ + 4)] = (3¢ +4x+ 1)'(3x2 +4)+(3¢ + ax+1) (3¢ + 4)' -

= (9x2 + 4) (3x2 + 4) +(3x3 + 4x+1) 6x = 27x* +36x% +12x% +16+18x* + 24x* + 6x =

= 45" + 72%° + 6x + 16
f(x) = f(x) | = f'(x)g(x)—f(x)g'(x) X) # erivata del quoziente
w0 5= 565 - o] W0 el



XJ _ (X)l(szrl)—X(Xerl)l X +l-x-2x . 1-%°

D( 2 2 2 - 2 2 - 2 2
X"+ (x +1) (x +1) (x +1)
D( x3j _ ()@= -x(4-% _ 3¢(4-x)-x(-) _ -2 +12¢
4-x (4-x) (4-x)° (4-x)°
D(1+x22j _ (1+X2)|(4+X2)—(1-:X2)(4+X2)| _ 2x(4+x2)—(12+x2) 2x
4+x (4+x2) (4+x2)
_ 6X
(4+x2)2
@) Df [g(x)] =f[..] o' [...] =f'[g(x)] g'(x) derivata di funzioni composte
ESEMPI

(4x2—3)| _ 8x _ 4x
2Jax2-3  Jax’ -3

{(2X3+1)§}| = %(2X3+1)_§ [(2x3+1)]| -
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(12) D [ef(x)} =e'™fl(x) derivata di funzioni esponenziali
ESEMPI

D (ex2+5x+2) - ex2+5x+2 (XZ +5X + 2)' = ex2+5x+2 (2X+5)

D(e3x3+7x) - e3x3+7x (3X3+7X)| - e3x3+7x (9X2+7)



3.3 343 | 3,43 2(,2 3 3,3
D (eizilJ _ eizil (X3+3j _ ;:1 3X (X +1)—(X +3) 2X _ eizil x4 + 3x% — Bx
- 2 - — —

X +1

(x2 + 1)2 (x2 + 1)2

5 (ej e (23xX22++ ‘ijl o |(ed) (¢ 45)-(a +dx) o
(Bx +5)

2O 120 +20X+126C +20-12X° — 24X 2 125% —4x+ 20

= @ 345 - — @ 345 -
(3x*+5) (3x* +5)
f(x) . e o
(13) D [Inf(x)] = 10 derivata di funzioni logaritmiche
ESEMPI
i _ 1 | bX
D [In(3x" +2)] = 3 (3x* +2) 13
[ 3 1 _ 1 3 I 3x? -2
D_In(x —2x—1)_ = —x3—2x—1(x —2x—1) = ¥ ox 1
b | [2x2+4xJ_ _ 3x2+5 [2x2+4xj| _ 3x2+5 —24x%+20x _ —24x% + 20x
- U3*+5 )] 2x*+4x ( 3x*+5 2x% + 4x (3x2 +5)2 (Zx2 +4x) (3x2 +5)

Osservazione: riteniamo opportuno richiamare 1’attenzione dello studente su alcune proprieta dei

logaritmi che si riveleranno particolarmente utili soprattutto per lo studio di funzioni:

e log,(b-c) = log,b+log,c con ab>0 e a=l

b
e log,|—| = log,b—1log,c con ab,c>0 e a=l

c
e log,(b") = nlog,b con ab>0 e a=1 e nintero positivo
. Ioga(Q/B) =1 log, b con a,b>0 e a=z1l e ninteropositivo

n
e log,a =1 con a>0 e a=l
e log,1 =0 con a>0 e a=l
e log,0 = - con a>0 e a=l
log, N

formula del cambio di base con N intero positivo

* log N = log, b



Inoltre, sfruttando la definizione classica di logaritmo, ¢ facile verificare I’equivalenza delle
seguenti espressioni:

z = log,b; a’ = b; a'%’ = p;
In generale si e soliti indicare con In 0 anche con log il logaritmo naturale o Neperiano, cioé in base

e.

2. TABELLA DELLE DERIVATE PIU COMUNI
Riportiamo qui di seguito una tabella riassuntiva delle derivate di alcune funzioni elementari,

scrivendo a sinistra la funzione e, nella stessa linea, a destra, la sua derivata:

y==¢ y' =0
y =X y' =1
y =x",neN y' = nx""
y =x, aeRex>0 y' = ax“*’
1
= \/; ‘o=
y y 2 Ix
yzw,n>m y' = nmn_m
n vx
y = sinx y' = cosx
y = COSX y' = —sinx
y = tgx y' = 12 = 1+tg®x
COS“X
y = ctgx y' = —% = —1-cotg®x
sin“x
y = e* y' = X
y =a*, a>0 y' = a*loga
y = X y' = X* (1+Inx)
y = Inx, x>0 y' = 1
X
y = log,x, x>0,a>0,a=1 y' = 1Iogae
X



y = arcsinx _z <y<£ y' = !
L2 2 1-x?
y = arccosx, O<y< 7 y' = — ! -
1-x
1
= arctgx "=
y g Y 1+x°
1
= arcctgx = -
y 9 y 1+ x?

Riportiamo adesso un elenco di derivate di funzioni elementari ottenuto dalla tabella precedente

sostituendo alla variabile indipendente x una certa funzione f(x) di cui si conosca la derivata ed

applicando poi la regola di derivazione delle funzioni composte:

y = [1(0'] y' = n[f(] F(x)

o T

y = {[f(]" V' = ﬁ

y = sinf(x) y' = cosf(x)f'(x)

y = cost(x) y = —sint(x)f(x)

y = 19f(¥ = i T

y = ctgt(¥ Y= g

y = arcsinf (¥ y = ﬁf'(x)

y = arccos (¥ y = _ﬁfm
y = arctgf (x) y = ﬁ £(x)

y = arccig f(x) y o= f(X)






ESERCIZI PROPOSTI

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni polinomiali:

y=3¢+1
y=95x+7

y=2x-5

y = 3x* - 6x + 4

y =43 — 2x* +5x — 3
y=4¢ -1
y=1+x+x

y =x% — 2x
y=3x-1

y = 42

y=4x*+5

y =X+ 4%
y=x3+2¢+1
y=3x' -5 +4x -7
y=8x°—24x° +7

y:£x2+lx3+5x+9
2 3

y=(2x+3)(% +3x— 1)
y = (x* - 1)(5x + 2)

y=(¢+1)°
5x°  7x* 3x
=———-—+9
4 2 5
y=x(x-1)°

y=(1+x)(2x-5)

y = (2x—1)’(3 - 7x)°
y=(2x+3)(* +3x—1)
y=(1-2x)(3x +1)

[6x]

[5]

[2]

[6x — 6]

[12x% - 4x + 5]
[8x]

[1+2x]

[3x* — 2]

[3]

[8x]

[8x]

[5x* + 8x]

[3x% + 4X]
[12x3 — 15x% + 4]
[40x* — 72%°]

[x + x* + 5]

[6x% + 18X + 7]

[15X% + 4x — 5]

[10x(x* + 1)1

{? X2 —TXx— g}

[- (2x+ 1)(x - 1)°]

[6x% — 10x + 2]

[(2x — 1)(3 — 7X)*(— 98x + 47)]
[6x° + 18X + 7]

[- 18x2 — 4x + 3]



y=(B-2x—x)(x* - 2x%) [2x(— 3x* — 5x> + 10x* + 6x — 6)]

y = X°(4 + X)(5x + 1) [X(20x* +63x + 8)]
y=(8x—1)*° [80(8x — 1)°]
y=(x-1)*x-2) [(x— 1)(3x - 5)]
y=(5+x3)(1 - 2x — 4x%)? [(1 - 2x — 4x3)(— 36x° — 10x% — 117x* — 20)]
y=(1-3)*1+x) [(11 + 15%)(3x — 1)°]
y = (2 = %)% + 2x) [(2 = x)(=5x% + 6x° — 6x + 4)]
y=(x-2)°(x+1)° [(x + 1)(x - 2)(5x - 1)]
y = (¢ +x + 1)3(x - 1)* [OG + x + 1)%(x — 1)3(10x2 + x + 1)]
y=(x®+1)(3x +1)° [6(3x + 1) (7x° + X° + 4)]
y = (¢ +2x—3)%(4 - x®)’ [2(12 + 33x — 17x* — 10x3) (% + 2x — 3)%(4 — x*)°]
y = 2(x + 2)%(x% + 4x — 3) [4(x + 2)(2x% + 8x + 1)]
y = x3(x* + 1)% + 3x(¢ + 1)] [2x(x* + 1)%(7x* + 1) + 3(3%* + 1)]

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni razionali fratte:

o5 5 |
x+1 (x+1)° |
_x+l [_i
_2X 2X2

y X3 1]
x—4 (x—4)2_

y_ 23 1]
3x-4 (3x-4)" |

y_ XL 4
#-3 (9|
_3x-4 x(5-3x)

y= x> -1 (xz—l)2

10



_3x*-5
x? -1

_ 4x*-5x+3
x? —6x+5

_3x*—2x+3
X2 —2x-1

y =3x° fox+E
X

X2 +x0 -3

X4

5 2
y=x—2Xx—=+—=
X X

11

[2x+1 )(2x - 1}

x +2X-2
x+1

( x+1
X2

4x
(x2 —1)2 |

_19x2—34x+7_
(x2 —6x+5)2 |

4(x2+3x—2)
(x2 —2x—1)2




X*+4
y= X
4—X
y- X +1
5x-7
_8x+x°
X+1
_4x*-5
X+1
X
y X% +1
3
y:(2x+§j
X
4
e
X
y- x* —4
X +4
X+ X+2
x*—1
y= 7
(x3+8)2
X
y= X+ xt+2

12

16x
(x? +4)2_
{ZX2 (6- x)_

(4-x)’

5x% —14x-5 |
(5x—7)2

4% +5x* +8_
(x+1)2

452 +8X+5 |
(x+1)2
2x* +5x% +1
(x2 +1)2

e (+-2)
(3

16x
(x? +4)2

—x?—6x-1
(-1

42x?
(x3 +8)3

—2x° = x*+2

(x3 +x%+ 2)2




X3 x2(2x2—6x+3)_
y:—
2x% —3x+1 (2x2—3x+1)2
y=xti2q x? 4x(8-x)
4-x (4-x)" |
:x3+x+1 2% —3x% —2 |
x—1 (x-1) |
_ 3x-1 15x+2—
(4-5x)° (4-5x)°
405 HC+Bi+5
X+1 (x+1)2
7 10x% +7 |
y=5(x2+9)—; { x2+
1Y 2x? +1) (6x* —x? +1)|
= 2x+= | (x2-1
vz ey (e

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni esponenziali e logaritmiche:

2
=In(2x-1
Y ( ) [ZX—J
1
=In(x+3 —
Y ( ) [x+3}
y — eX+1 [eX+ 1]
y =xe' [(1+x)€’]
y :es_xz [_2X657X2}
y- x'+1 4%°
e +1 e'+1
y = xInx [Inx + 1]
y = XInx + 3x [2xInx + X + 3]

3 2 _3
y:ex I:Fe X2:|

13



~Inx-1
Inx +1

y=xe+e -1

y=¢e"(2-¢

y=e(¢—x+7)

y = xIn® = 3xIn’ + 6xInx — 6x
y = x*(Inx)?

y = 5xIn*x — 6x°In°x

1
y ==—-Inx
X

y = (xInx — 1)?
y = 3xInx
y = x°Inx

y = xIn®

y=In’x+3x+5
y =4xIn*x+7x°In°x
I

X2

y = In(x* - 7x — 8)

y =(x-1)In’x

_ 2
x(Inx+l)2

[e*0C + 3x% + 1)]
[2¢°(1 - €Y)]

[0 + 3% — X + 6)]
[In3x]

[x(Inx)*(2Inx + 3)]

[- 18x%In°x — 30xIn*x + 5In’x + 10Inx]

{%(1_ Inx)}

[2(xInx — 1)(Inx + 1)]
[3(Inx + 1)]

[X(2Inx + 1)]
[In®(Inx + 3)]

#oa)
5

[In3x(35x4ln2x +35x*InX + 4Inx +16)]

{%(1—2Inx)_

{ 2x—-7 |
x> —7x—-8

{xln3x+3(x—1)ln2x_

14



)

y:In(x3+x2+8)

_Inx-1
Inx+1

y_ex+1
2—¢"

y= e
X+ X
_nx
1+Inx

y =In(Inx)

y=In(e*-2)

15




