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COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI LIBERI

Esempio:

f(x,y):x3+y3+xy

Si osservi, In primo luogo, che la funzione dgta e una
funzione polinomiale, per cui e definita su tutto R,
Le derivate parziali prime di f sono:

f, (X, y)=3x°+y
fy(x,y):By2 + X



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI LIBERI

Occorre ora eguagliare a zero entrambe le equazioni
precedenti per ottenere I punti stazionari o estremanti:

rfx(x,y)=3x2+y:0
<

| \fy(x,y):3y2+x=0
da cui:

(y = —3x°

\3(—3x2)2 +Xx=0=27x"+x=0= x(27x3 +1) =0
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COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI LIBERI

OVVvero.

ry=—3x2
X=0,27x3+1=0= x=0,27x3 =-1= x = 0, :_217
dacm
y =32 Xx=0=y=0
3 1= " 1 ( 1)2 1
X = OX_—— X=—= :—3 S —_—
37 3 3




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI LIBERI

| punti stazionari, pertanto, sono:
1 1
P =(0,0),P=|-—=—-=
L =(0.0) R =[5
Occorre ora calcolare 1l determinante Hessiano attraverso le

derivate parziali seconde:

6 1
H(Xxy)= ’ =6X-6y—-1=36xy-1
1 o6y

Calcolare poi I’Hessiano nel punti stazionari:
H(R)=H(0,0)=36-(0)-(0)-1=-1<0

Dunque P, e un punto di sella della funzione, ovvero né
massimo né minimo. ¥



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI LIBERI

Analogamente si ha:

H (Py) = H (‘;13"3):36(_2)(_9_1:+4_1:+3>O

EssendoH (P, ) > 0, occorre calcolare il valore della derivata
seconda rispetto ad x nel punto P, ; si ha, quindi:

1 1 1
fax (P2) = fXX(_B’_C’JZG(_Bj:_2<O

Dunque P, e un punto di massimo relativo della funzione.
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COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI VINCOLATI

Per calcolare 1 massimi e minimi vincolati da un’equazione,

si puo applicare il cosiddetto metodo dei moltiplicatori di

Lagrange.

Sia z= f(X,y) lafunzione da ottimizzare e sia g(x,y)=0 il

vincolo. Si puo procedere come segue:

- determinare Il dominio della funzione;

- scrivere Z(x,y,4)=f(x,y)-4g(x,y) la Lagrangiana
con A parametro reale;

- calcolare le derivate parziali prime della funzione

Lagrangiana, ovvero .Zy, 2,23 ;

7



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI VINCOLATI

risolvere 1l sistema ottenuto ponendo le tre derivate

parziali prime uguali a zero: i puntiP (X, Yo, Ag )soluzioni

del sistema sono detti punti stazionarti;

calcolare le derivate parziali seconde, precisamente:
Z?(XMZQW’Z;M’Z;(y = ZZIX’Z;(A = Zjlx’Z;//l = Z}Ly

calcolare le derivate parziali prime del vincolo, ovvero:

Ox:dy
costruire 1l determinante Hesslano:
Z;<x =Z;<y Z;d

Z}Lx Z‘iy Z:M 8




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI VINCOLATI

- calcolare 1l determinante Hessiano nel punti stazionari,
ovvero H (Xg, Yo, 40);

- studiare la natura deil punti stazionari che dipende dal
valore assunto da H (Xg, Yo, 49 ):

a) H(xg,Yo.4g)>0= P € un punto di massimo relativo
vincolato della funzione e z( P)é un valore di massimo
relativo vincolato;

b) H(Xg,Yg,4)<0= P € un punto di minimo relativo
vincolato della funzione e z(P) e un valore di minimo
relativo vincolato; 0



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI RELATIVI VINCOLATI

c) H(Xg,Yo.4p)=0= il caso & dubbio o ambiguo (non
si puo stabilire con tale metodo se P e un punto di
massimo o di minimo relativo della funzione; si deve,
cioe, ricorrere ad altro metodo, ad esempio alle linee
di livello).
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COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI
LIBERI O VINCOLATI

Data una funzione reale di due variabili reali z= f (X,y), sia
che si parli di massimi e minimi liberi sia che si parli di
massimi e minimi vincolati, si dice valore massimo assoluto
Il piu grande tra I valori massimi relativi (che la funzione
assume In punti interni al dominio dei vincoli) ed 1 valori
massimi che la funzione assume nei punti di frontiera, ovvero
sul bordo del vincolo; si dice valore minimo assoluto il piu
piccolo tra 1 valori minimi relativi (che la funzione assume in
punti interni al dominio del vincoli) ed 1 valori minimi che la
funzione assume nei punti di frontiera. "



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Siaz = f(x,y) lafunzione da ottimizzare. Allora:

- Sl rappresenta su uno stesso piano cartesiano Il dominio
della funzione e I’eventuale dominio del vincoli;

- sl cerca 1’esistenza del punti di massimo o di minimo
relativi, scartando quelli esterni al Dominio del vincoli;

- sl Individuano 1 punti estremanti relativi o assoluti nella
frontiera del dominio dei vincoli;

- si confrontano tutti 1 valori massimi 0 minimi, sia relativi
che assoluti;

- 1l valore maggiore e il valore massimo assoluto ed il punto
In cul viene assunto e il punto di massimo assoluto; il
valore minore e il valore minimo assoluto ed il punto In
cul viene assunto e il punto di minimo assoluto. 12



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Esempio 1:
f(x,y)=x+yconM ={(x,y)e]R2:x2+y2 =1}

Si osservi, In primo luogo, che la funzione data e una
funzione polinomiale, per cui e definita su tutto R?.
Il vincolo M, inoltre, e una circonferenza con centro
I’origine e raggio 1, per cui g(X,y) = X2 +y°—1.
Per determinare 1 puntl stazionari occorre utilizzare |l
metodo dei moltiplicatori di Lagrange, considerando la
funzione:

Z(X,Y,4)= f(x,y)—/lg(x,y):x+y—/1(x2+y2—1)
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COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Si calcolino ora le derivate parziali prime della Lagrangiana:
Z (X, y,4)=1-4(2x) =1-2Ax
Zy(X,¥,4)=1-4(2y)=1-22y
jg(xdhi):—xz—y2+1

eguagliando a zero le precedenti equazioni si ottiene:

1-21x=0
1-24y=0

.

\—xz—y2+1:0 14
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MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Risolvendo 1l precedente sistema si ottengono 1 punti
stazionari della funzione Lagrangiana:

1

f X=_

1-24x=0 21/1

1-24Ay=0 —=>Jy=—

y 1Y 22
k—xz—y2+1=0

2 2
(24
24 2



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

E risolvendo I’ultima equazione del precedente sistema si ha:

2 2
(—1j —(1) +1=0= - L +1=0=

2 22 402 4.2
2 2
— 1 1+24/1 0= 2+Aé/1 =O:>—2+4/12=O:>
4 41 7
:>—1+212:O:>2/12—1=O:>/11,2 = Mo = +—2

f 2
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COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Sostituendo nel sistema 1 valori di A sopra trovati, Si
ottengono I seguenti valori di x ed y:

x:i:x: = :1:+Qx= ! :—i:—@
21 12ﬁ J2 2’22 P2 2 2
2 3
1 1 2 1 1 2




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

| punti stazionari di .Z, quindi, sono:

Zi:(xl,n,%):(\/f,*/f,*/;j
£ =(X2,Y2,/12)=(—\/2§,_*/2§,_*/2§]

| punti stazionari vincolati di f su M, invece, sono:

F’1=(X1,Y1)=[\f,\§)?2 —(Xz,yz)—(—\f’—\f)




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

[’Hessiano e dato da:

24 0 —2X
H(x,y,A)= 0 —21 -2y =+8Ax°+81y*
-2x -2y O
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e, sostituendo con I punti stazionari, Si ottiene:

2 2
H(,z;)=81y2+81x2=8(fj£fj +8£\/2§](\/2§] _

:B(fj@j+8(fjﬁj =2J2+242=442>0

Quindi P, e un punto di massimo vincolato relativo per f su
M.
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e, sostituendo con I punti stazionari, si ottiene:

2 2
H(Z;):81y2+8/1x2:8[—\/2§j(—\/2§j +8[—\/2§](—\/2§j _

- 8(-?)(2) +8[—\fj(2j = 2J2-2J2=-4J2<0

Quindi P, e un punto di minimo vincolato relativo per f su M.



COME CALCOLARE I MASSIMI E
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Si osservi che 1 punti di massimo e minimo relativo vincolati
sopra trovati sono anche assoluti:

((R)="2e 222
f( 2):-?-?:—2-?:—&

uindi P e un punto di massimo vincolato assoluto per f su
\ 1 = = = =
Me P, e un punto di minimo vincolato assoluto per f su M.
2
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