CAPITOLO VI
LIMITI DI FUNZIONI

1. CONCETTODI LIMITE

Esula ddlo scopo di questo libro la trattazione della teoria sui limiti. Tuttavia, pensando di fare cosa
gradita dlo studente, che deve possedere questa nozione come background, riteniamo piu utile presentare,
come richiamo, le interpretazioni grafiche di tale concetto.

A~

Sia data, a ta proposito, una funzione rede y = f(x) definita su un inseme E I A e sa x,,

gppartenente o no dl’indeme, un punto di accumulazionedi E.
In generde quando s pensad concetto di limited fariferimento dla scrittura
lim f(x) =/

X® Xq
In redlta pud avers una casistica piu amplia potendo Sax che f (x) tendere ad un demento ddl’ingeme i
X, ovwero £, - ¥, +¥ ¥y dovecon ¥ S indicatuttalarettarede (- ¥, + ¥).
Cosi s potrebbero presentare ben sedici cas con scritture quali:

H0 SO T =m0 = Y i) =

che s possono racchiudere nella seguente espressione

[

lim f(x) = {+¥

x® b+ ¥ }¥
Iy

A volte, pero, il limite non esste ed dlora occorre sudiare il comportamento in un sottoindeme di un

intorno completo di x, avendos cas comei seguenti:

lim f (x) lim f (x) lim f (x)
x® X x® X x® %

su E
essendo E un sottoinsiemedi A ed X, Un suo punto di accumulazione; la Stuazione tende a complicars

maggiormente in termini di cadgtica
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Siano x, ed ¢ duenumeri redli finiti. Elenchiamo qui di seguito i vari cas possibili:

1) limite finito quando x tende ad un numero finito

XI(!Dry0 f(x) =/

Ya

I

O Xo
ESEMPIO
lim +2) = 3

Yy

=31 P(L3)
il limite e rappresentato proprio dal punto P
Of Xo=1 ;

2) limite finito quando x tende ad infinito comprendente i seguenti quattro casi

a) b)

[
1

O

oS 4
<
@)
Xv

I
~

Jim f(x) = * lim f(x)

X® - ¥

182



Notas che scrivere formamente /* ed ¢ fornisce un’informazione aggiuntiva sulla tendenza ddl’dto e

da basso dellanostrafunzione f (x) versolaretta y= /.

——<

-

—~ f
0 % 0 Xy
Jlim, 109 = ¢ dim, 109 = £
ESEMPI b) +¢)
Lafunzione

X | =

y:

e definita su tutta la retta reale tranne che nel punto x = O (cfr. capitolo precedente).
Segue dlorache:

=0 e

X |~

l[im
X® + ¥

X |~
<3
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a) +d)

. 16 )
lim g—g =0 e
X® + ¥ X9

®OR
H
QO

@=

3) limite infinito quando x tende ad un numero finito comprendente i seguenti due casi

a) limite destro e sinistro coincidenti

limf(x) = +¥
® X

v

X VIl

limf(x) = - ¥
® X3
yA
5 >
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ESEMPIO

. 1
||n]—2 = + ¥
x® 0°

<
I
o

o
X v

b) limite destro e snigtro differenti

b) lim £ (9 = +¥

ESEMPIO

e 1o _
)!(érp g N ¥
yA
Xy
0 y=
X =Xo
lim (9 = - ¥
X
lim 1 = - ¥
x®0 X




b)) limf(x) = +¥ e lim f(x) =/
x® Xg ® X

yA \
y=I
0 X
X = Xo
ESEMPIO
1 1
[imax = + ¥ e limax =0 a>1
x® 0* x® 0
yA
y:l:l
o X
X = Xo
N.B
1
lim ax = 1
X® + ¥

4) limite infinito quando x tende ad infinito comprendente i seguenti quattro cas

a)xgm¥f(x): + ¥ e x(|@|r_n¥f(x): + ¥

Ya
(- ¥,+¥) (+¥,+¥)

X1 0
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ESEMPIO

lim xX* = + ¥ e lim x¥* = + ¥
X®+ ¥ X® - ¥
o piuingenerale
lim x*" = + ¥ e lim X" = + ¥
X® + ¥ X® - ¥
Ya
O X
b) lim f(x) = - ¥ e lim f(x) =
A
{ ’ ;
- ¥-¥%)  (t¥,-¥)
ESEMPIO
i 2] = ; 2\ _
xgcn¥(-x)_-¥ e x!@lm¥(-x)_
o piuingenerale
i 2n) - ; 2n) _
xgcn¥(-x)_ - ¥ e Xgm¥('x)—
Ya
0 X

187



C)XCLirILf(x): + ¥ e

XC!{)l(n¥f(x) = - ¥

ESEMPIO

lim x3 = + ¥ e
X® + ¥

o piuingenerale

v

lim x3 = - ¥
X® - ¥

lim x*™ = - ¥
X® - ¥

lim x*™ = +¥ e
X® + ¥
yl
[
d)X<!9|r;n¥f(x): - ¥ e

yA

v

X(!9|(n¥f(x) = + ¥

v
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ESEMPIO

dm, () = - ¥ e dm, () = - ¥
yA
o X

ESEMPIO

Sa

f(x) = sin 2
X

S dimostrache lim ?sm —% non esise 0 meglio ocillatra - 1 e+1. S congderi dloral’indeme
X® 0 X

N . 1 R ..
E:ixl A :x=—connl Nﬁ
|

np
Risulta pertanto:
lim gém%% = lim (sinnp) = 0
suE nl N
yA
.................. n ﬂnﬂﬂ(\m y - 1
WU
y=-1

In ogni intorno di zero la curva compie infinite oscillazioni che vanno viavia infittendos a mano a mano che

¢ 9 avvicinaazero.
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2. TEOREMI SUI LIMITI

In questo paragrafo ci proponiamo di enunciarei pit importanti teoremi che regolano le operazioni sui limiti
di funzione

Teorema dell’ unicita del limite: il limite di unafunzione, se esgte, € unico.

Teorema della permanenza del segno: se, d tendere di x ad x,, lafunzione y = f (x) tended limite
¢ 1 0, essgeunintorno di x, in cui, escluso tutt'd piu x,, la funzione assume lo stesso segno del suo

limite

3. OPERAZIONI SUI LIMITI

Limite della somma (o differenza) di due (o pit) funzioni.

Primo caso
Daeduefunzioni y = f(x) ed y = g(x) definite rigoettivamente sugli indemi F e G ed indicato con X,
un punto di accumulazione, appartenente o no dl’indeme F C G, risulta:
lim [f()xa9(¥)] = lim £ £ lim g(x) = £,£4,
posto
lim £(x) = £, e lim g(x) = £,

Quindi il limite dellasommadi due o pit funzioni € ugude dlasommade limiti ddle sngole funzioni.

ESEMPIO

Sano

f(x) =x-4x°+x+6 e g(x) = x*-3x°+2
S ha

im (9 = 0 ; GECEY:

da cui

Ixi®rr21[f(x)ig(x)] = limf()tlimg(x) = 06 = £6
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Secondo caso
Ci 9 pone adesso il problema se il teoremadi cui sopra continui a vaere anche quando la x tenda a vaori

infiniti. Larigposta atade quesito é affermativa.

ESEMPIO

Sano

f(x) =x*-4x°+x+6 e g(x) = x*-3x°+2
S ha

L'JQ f(x) =¥ e lim g(x) =

da cui

lim [f()z9(x)] = lim f () £1im g(x) = ¥ ¥

Terzo caso
Ci 9 poneorand caso generdein cui il valore dd limite puo essere ancheinfinito e § afferma che laregola,

indipendentemente da dove tende X, vale secondo i risultati riportati nella seguente

TABELLA DELLA SOMMA
+ A + ¥ - ¥ l,0'>0
l l+ 0 +¥ - ¥

+¥ +¥ + ¥ ?

- ¥ - ¥ ? - ¥

? indica che il teorema generde ddlla somma in questi cad (uno + ¥ el'dtro - ¥ ) non porta a
conclusone. S suole esprimere tde circostanza dicendo che S € in un caso indeterminato o di

indecisione.
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ESEMPIO

Sano

f(x) = 3x*+5x°+1 e gx) = 2x*- 4x°+3
Risulta

X(!@lm¥ f(x) = +¥ e X(!@lm¥ gx) = - ¥

da cui

lim [f0+g(x)] = + ¥- ¥

che, come e evidente ddla tabdla, € un caso di indecisone.

Limite del prodotto di due (o piu) funzioni.

Date due (o pit) funzioni y = f(X) ed y = g(Xx) ddfinite rigpettivamente sugli ingemi F e G ed indicato
con X, un punto di accumulazione, gppartenente o no dl'inseme F C G, risulta
lim [f(9g(x)] = lim f (x)}im g(x) = £/,
posto
limf(x) = £, e lim g(x) = £,

cioeil limite dd prodatto di due (o pit) funzioni € ugude d prodotto de limiti delle singole funzioni.

ESEMPIO

Sano

f(x) = x°- 4x* +x+5 e g(x) = x*-3x*+2
Risulta

mfe = -1 e imo) = 6

dacui

lim [f (0g()] = limf()limg(x) = (-1)6 = - 6
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Quanto sopra detto S puo riassumere nella seguente

TABELLA DEL PRODOTTO

0 + [ A + ¥ - ¥

0 0 0 0 ? ?
+/ 0 7 - + ¥ - ¥ f,f'>0

-0 0 - o - ¥ + ¥

+ ¥ ? + ¥ - ¥ + ¥ - ¥

- ¥ ? - ¥ + ¥ - ¥ + ¥

? indica che il teorema generdle del prodotto in questi cas (uno O e I'dtro + ¥ 0 - ¥) non porta a
conclusione. S suole esprimere tae circostanza dicendo che S € in un caso di indecisione o di

indeterminazone.

ESEMPIO
Sano
f(x) = x*- x e gx) = ===

Risulta

imf(x) =0 e limg(x) = + ¥

X® 0 X® 0

Segue che:
lim [ ()g(x)] = 0 x( + ¥)

che, come é facile verificare confrontando la tabella, € unaformadi indecisone.
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Limite del quoziente di due funzoni
Dateduefunzioni y = f(x) ed y = g(x),con g(x) * O, definite rigoettivamente sugli indemi F e G ed
indicato con X, un punto di accumulazione, appartenente o no dl’'insdemeF C G, risulta
i 100 AT
®% g0 limg() 4

posto

XI(!)rQ f(x) =/, e Xl(érg gx) =4/4,10

cioéil limite dd quoziente di due funzioni € ugude d rgpporto trai limiti delle Sngole funzioni consderate.

ESEMPIO
Sano
f(x) = x}- 4x°+x+5 e g(x) = x*-3x*+2
Risulta
im (9 = -1 . im g = 6
Segue che:

&f ()0 _

lim = -
®2 &g(x) {

olr

Quanto sopra enunciato s puo riassumere ndla seguente

TABELLA DEL QUOZIENTE

s 0 + [ - 0 + ¥ - ¥
0 ? 0 0 0 0
+/ + ¥ ﬁ L 0 0
4 4
l 4
-/ - ¥ - = _
r r
+ ¥ + ¥ + ¥ - ¥
- ¥ - ¥ - ¥ + ¥
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? indica che il teorema generde ddl quoziente in questi cas (entrambi O oppure entrambi ¥) non porta a

conclusone. S suole esprimere tae circostanza dicendo che § € in un caso di indecisione o di

indeterminazone.

ESEMPI
1) Sano

f(x) = Xx+x-2 e g(x) = x*- x*- x+1

Risulta

I
o

limf(x) =0 e lim g(x)

X® 1 X® 1

Segue che:

f(x)
9(x)

D~

—~

lim =
®1

oo o
olo

1)

che, come e facile verificare confrontando latabella, € unaformadi indecisone,
2) Sano

f(x) = xX*+x e g(x) = x*-3x*+1

Risulta

m 109 = + ¥ e dm g0) = + ¥

Segue che:

(O

10U _ +¥
9(x) + ¥

~

lim
xX® + ¥

CD(T
[t ey e

che, come éfacile verificare confrontando la tabdlla, € unaformadi indecisone.

Limite della potenza di una funzione

Se, d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero finito ¢ * 0, indicando con n un

intero qualsad, risulta
XI(!)rg [f (x)] =/

cioeil limite di una potenza e uguae ala potenza de limite.
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ESEMPIO

Sano

f(x) :(3x2-5x) e n=3

Risulta

. _ . 3 _ 3 _
limf(x) =2 e IX|®rr21[f(x)] =2 =38

Quanto detto S puo riassumere nella seguente

TABELLA DELL'ELEVAMENTO A POTENZA

lim £ (x) lim g(x) lim [f 0
x® i¢¥¥ x®_:i»_f¥¥ x®§t¥¥
1 A A
0 0 ?
+ ¥ +¥
+¥ A +¥
1 - ¥ 0
Ly P ‘%+¥ seﬁ'\é.pari_
7- ¥ s/l édispari
+Y¥ 0 ?
1 +¥ ?
+¥ + ¥ + ¥

? indica che il teorema generae ddla potenzain questi cas (uno 1 el’dtro £ ¥ oppure entrambi O oppure
uno + ¥ e l'dtro 0) non porta a conclusione. S suole esprimere tae circostanza dicendo che s € in un

caso di indecisione o di indeterminazione.
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1) Sano

_ {10 = ¥
f(x) = ng v e g(x) = x
Risulta
dm 109 =1 e dm, 909 = +¥
dacui 9 ha

: (x) _ 4+
i o = 1

che e unaformaindeterminata.

2) Sano

f(x) = (3x3+2x2+x) e g(x) = X
Risulta

im0 = 0 c im 9 = 0
dacui ssgue

lim [f ()] = &

X® 0

che eun'dtraformadi indecisone.

3) Sano
f(x) = (3x2+2) e g(x) = 1
X
Risulta
Am T = +¥ € Jm g(x) =0

dacui 9 ottiene
. g(x) _ 0
im 100" = ()

che € ancora un caso di indecisione.
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Limite della radice n-esma di una funzione

Se, d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero £ (finito o infinito), indicando con n

un intero positivo, risulta:

lim off(x) = V7

con lasolaipotes redtrittivache x,, punto di accumulazione dell’ingeme di definizione dellay, deve essere

anche un punto di accumulazione dell’insieme di definizione dlla %/ f (x) . Quindi il limite della radice n-

esmadi unadatafunzione e ugude dlaradice n-esmade limite ddlafunzione sessa.

Osservazione: latabelladdlaradice s pud ricavare da quella ddl’ d evamento a potenza ricordando che

ool = [F ool

con m, n interi postivi.

ESEMP!

1) Sa

f(x) = 3x*- 2x e n=3
Allora

2) Sa

f(x) = 3x*- 2x e n=3
Allora

dm, Y0 = Jim ¥3x°- 2x = + ¥

3) Sa

f(x) = 3x*-2x e n=3
Allora

lim 0/f(x) = lim Y3x*-2x = - ¥
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Limite di funzioni trascendenti composte

A) Se d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero ¢ (finito o infinito), indicando

con a un intero pogtivo diverso da 1, risultar

lim a'™ = a’
X® Xy
ESEMPIO
Sa
a=2 e f(x) = 3x*-5x
Quindi
ima'® = lim 2% = P 22 2y
X® 2 X® 2

B) Se, d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero ¢ > 0O, indicando con a un intero

positivo diverso da 1, risulta

XI(!)rQ log, f (X) = log, /¢

ESEMPIO

Sa

f(x) = 3x°-x e a=10

Allora

. — . 2- - . 2 _ - =
le®rr21 log, f(x) = ngrzl log,, (3x x) log,, le®rr21 (Sx x)] log, 10 = 1
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Andizziamo adesso piul da vicino quelle che abbiamo gia definito come

FORME INDETERMINATE O DI INDECISIONE

1)

+¥ - ¥

e

- ¥ + ¥

In questo caso e sufficiente calcolare il limite ddl solo termine di grado massimo.

ESEMPI

a) f(x)
b) f(x)
c) f(x)

d) f(x)

2)

= - 3x°+5x+4

= 3x*- 5x+4

= 3x*- 5x+2

= 2X°- x- 7

lim £09 = lim (3x) = - ¥
i = i (o) = < ¥
i =l (20) = -

0" ¥

Intal caso 9 diminal’indeterminazione mediante una semplice operazione di scomposizione in fattori.

ESEMPIO

f(x) = x*- 4x+3 e

b lim [f 9] =

Scomponendo S ottiene:

f(x) =

b lim [f)9()] =

(- 1) (x- 9

3)lim

lim (xz- 4x+
X® 1 x® 1

g(x) = = P
X° - X
eX+30 _
8)(2_ XB =0 ¥
X+ 3
= p
9(x) < (x- 1
X+3 b Iimgx-3)x—+3@= -8
x (x- 1) x® 1 x H



0
3 =
) 0

In questo caso S procede utilizzando il solito metodo della scomposizione in fattori oppure, se cid non

possbile, laregola di De L’ Hopital (cfr. capitolo sulle derivate).

ESEMPIO
f(x) = x*+3x e g(x) = x*- x p
b gim 10 _ 8 (39 o

X i 3.

®0 g(X) IX|®rr01 (x x) 0
Scomponendo s ha
f(x) = x(x+3 e g(x) = x(xz- 1) p
b tim 10 =y X0 x43

x®0 (x) x® 0 X(Xz- 1) ®0 xo -1

¥

4 il
) ¥

Per tdle forma di indecisione occorre distinguere i seguenti tre casi:

a) il numeratore ed il denominatore hanno lo stesso grado; il limite efinito ed € uguae d ragpporto
trai coefficienti del termini di grado massimo

b) il grado dd numeratore € maggiore di quello de denominatore; il limite @infinito (+ ¥ a
seconda del cas)

0) il grado del numeratore € minore di quello del denominatore; il limite e finito e vale sempre zero,

indipendentemente dal caso in cui ¢i S trova

ESEMPI
a) f(x) = 4x*+3x°- 4 e g(x) = 2x*+5 =}
3 2
b lim @ = |lim w = ﬂ = 2
X® + ¥ g(x) X® + ¥ 2xX°+5 2
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b) f(x) = x*+3x+5 e g(x) = 2x°+7 =}

3
b oim £® = i w = + ¥
X® +¥ g(x) x®+¥  2X+7
o) f(x) = 3x+2 e g(x) = x*- 5x+7 P
b tim % = gy _3X*2
@ +¥  g(X) x®+¥ x° - 5X+7
5) Qe

Tale forma indeterminata ricorre nel calcolo dei limiti di funzioni del tipo [f (x)]°*. Per eiminare
I'indeterminazione, quindi, § utilizza ' identitalogaritmica a = €2 chedi consente di scrivere:
[f (X)]Q(X) — eg(x) log f (x)

ESEMPIO
f(x) = x e g(x) = x p
) X ) « . « lod x Iim+ (x logx)
b lim [f ] = limx* = lim &' = e
x® 0* x® 0* x® 0*
Risulta
ge 0
. . logx™ . .
lim (x logx) = lim Q%+ = 0 (cfr. capitolo sulle derivate)
xX® 0 X® 0 9 - o+
e x g
Dunque:

lim [f(]*” =¢ =1
x® 0



6) 1¥

Anche questa forma di indecisione s preserta nel calcolo dei limiti di funzioni del tipo [f (x)]°*. Si

procede, pertanto, come a punto 5).

ESEMPIO
2
X" +3
0= e e 909 = X P
& x2+3 0 . x2+3 OU
€ + O X 19 Xgr*n*‘ e)(l X2+2 x+
p ||m [f(X)]g() = X 3 = |lim e gx 242 x+1p - e g g 2 MEI

x®+¥ gm_g x® + ¥

Risulta
€ @ x*+3 ou
€ & x*+3 ou ¢l 98x +2x+1g
I|m @(Iog— = lim & ) (cfr. capitolo sulle derivate)
o e (L S e
€ X u
e 9]
Dunque:
gx) _ 0 _—
lim [FOOI™ =€ =1
7) ¥O

Come le precedenti anche tde forma di indeterminazione ricorre nd cacolo dei limiti di funzioni dd tipo

[f (x)]g(x) . Pertanto s procede come ai punti 5) e 6).

ESEMPIO
f(x) = xX*+5x+3 e g(x) = E p
X

1 1 log(x2 +5 x+3 lim el lo x2+5x+3frJ

P lim [f(]"™ = lim (x2+5x+3)x = lim e o ) _ T & o )g
x® +¥ X® + ¥ X® + ¥

Risulta
. a1 ) ~ €élog(x* +5x+3)u
lim & Iog(x2+5x+3)l,J = lim & ( )u 0
® +¥ SX H X® + ¥ é X H

Dunque:

lim [f(]"” =¢ =1

X® +¥



Osservazione: per lefunzioni trascendenti dd tipo a* (a> 1), X" (n>0), log, x (a> 1) vae la seguente
gerarchia tragli infiniti:

esponenziale-elevamento a potenza-logaritmica
cioe una funzione esponenzide tende aAl’infinito pit velocemente rispetto ad una potenza che, a sua volta,

tende dl’infinito pit velocemente rispetto ad una funzione logaritmica.

ESEMPI
.2 : y
a lim — @ lim 2° = + ¥
x® +¥ X X® + ¥
b tim 29 @ |im L =0
X® +¥ X X® + ¥ X
. logx . 1
C) x!l@”;n¥ 4X @x!@”;n¥ z =0

Riportiamo oraqui di seguito acuni

LIMITI NOTEVOLI

sinx

1 lim— =1
X® 0 X
. 16" o .
2) X(!@lm¥ §‘23L+—7a = e dovecon ed indicail numerodi Neper, compresotra2e3
* X
. a“-1
3) Ll@g@ vl loga
4) tim 90X _ 1
x® 0 X 2



ESERCIZI PROPOSTI

Calcolarei seguenti limiti immediati (1-38) dopo aver analizzato gli esempi a)-i):

a) Iigll (xz- 3x+5) = limx®- lim 3x+I|m 5=1-34+5=3

X® 1 X®1

b) lim (3x2 - 5x) (x+1) = lim (3x - 5x)I|m (x+1) =
- X2 lim(4-
c)I|m4X :“?3( ) .o
x®3 3+ X lim(3+x) 6

X® 3

XC+3x° +3x+1 1+3+3+1
d) lim —; 5 = = +¥
®L X" +2X° - X- 2 1+2-1-2

9 lim(2¢-3" = (-3" = a1

f) X(I@lrir!( (xz- 2x+3) Im (xz) = + ¥

3 2 — H 3] —
0) X(!Dn;n¥ (x - X +x+1) = X(!B|rin¥ (x) = ¥
3.1,
b lim Xox - 0-0-2_ -2 _,
X® ¥ 2 0-1 -1
—-1
X
P V3
o smx O3 2
) Ilrg 03 = 5 = 5 =0
xo s 1GX gt  tg-
6 92 92
. : 3_ 2
1) qum( - 2X+ 2), XI(leml (x X +2)
. ’ _ :
2) le(rbrg (x - 7x+10), IX|®r2 (x +ax+a)
3) lim (2x+&- 1); lim (x ( 2x+5)
2 lim X1, lim -6
x®1 2y - 1 x®2 x4 2
5) lim 2X*2. lim 1* 2
x®2 3y ®-1 x+3

[3; 0]
[0; 3a%]

[9; 9]



X° - BX+6

14) !(I(FDrrZI X3 + 3x

15) lim (sinx - cosx);

x® &
4

16) lim (m+ «/E) ;

17) lim (JZ- 2x- 10+ x);

. sSin2x
19) lim
«w@P  COSX
2

20) Iim__+ tgx;

[2; 1]




22) lim (sin2x- cosx);

x® 2
3

inx - 2
23) lim J3sinx cosx;

x®£ X
3

24) I|®rr01 vSinX- Cosx ;

25) “m esinx— cosX ,
X® %

26) ng@rp In(sinx);

27) X(!Di(n¥ (4‘X +5e‘x);

. e 3 0
28) lim -
) @ +¥ 82+Iogx @

29) lim Inx;
X® e
3cosx
30) lim :
)x®+¥ ./2+X

+
31) lim M-
x®0  4logXx

32) lim M;
x®0 |og(2+ 3X)

2X°- x+3

37) lim log,(3- X);

lim (cos4x + sinx)
©P

Ix!@ng (2 €+ Iogx)

lim (3x+ tgx)

® 2

@ P2 5th

lim (logsinx)

lim log(x + 2)

[1; ¥]

[- ¥;+¥]

[¥: 1]

[- ¥; 2]

[1, 0]

[0; - ¥]

[O; O]

[- ¥;0]

[¥; 1]

[- ¥:0]

[+¥;- ¥]

[O; - ¥]

[O; - ¥]
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38) lim 2+109% . lim |og(x+Jx2- 1) [2: 0]
x®1 1+ 2|logx x®1

Calcolarei seguenti limiti di funzioni razionali fratte che si presentano sotto la forma indeterminata

0
— (1-35):
0( )
X - Tx+12 (x- 4 (x-3 _ | x-4 _ 1
a) lim ——— = lim - = lim ——— = - =
®3 % - 27 ©3 (x- (X +X+9) @2 X +3+9 27
2 - - -
b) lim X2 X2 - im x 1)()(22) = im XL - 4y
x®2 X2 - 4AX+4 x® 2 (X- 2) ®2 X
3 2) (x*- 2x+4
0 lim 2 8 lim (x+ )(X ahi ) = lim (x2-2x+4) =12
x®-2 w42 X® -2 X+2 xX®
] Ix- 2) ((x +2 ]
d)Iim&Z-im(X)(X):lim X 4 .

@8 x0- 64 0 (- 64) (Vx+2) P4 (x- 4) (<2 +ax+16) (Vx +2)

. 1 1
= lim =
x® 4 (x2+4x+16) (\/;*'2) 192
St (o909 (B3 (o3 (9 (f553)
VIm es Tm GO 5 x+3 -
= lim [(x- 9) (+x+3)] = 0
X® -3
B lim 3 = jim S iy SMXCOSX i cosx = 1
x®0  tgx x® 0 ﬂ x® 0 sinx x® 0
COSX
(TR e
. X- a Jx- a X- a Jx ++/a
| = | = | = | = ¥
g) xl®rg ,\/;_ ,\/g xl®r2 (,\/; \/a) (&_{_\/a) xl®n; X-a xl®n; JX- a
Tx+a x++a



1) lim

X® 1

2) lim

X® a

3) lim

X® 2

4) lim

X® 2

9) lim

2x°- 16

2- X

X2 - X - x+1

x*- 2x%+1

nm +5m- 6

m+m-2'

X°- 2x- 3

X*- 6x+ 9’

(x-3°-4

x*- 25

x> - B+ Tx- 2

@2 x°_ 2x*+2x- 4’

10) lim

X® 2

11) lim

X°- X- 2
X +x-6

5 +7x+2

®-1 3 +2x- 1"

12) lim

X®1

13) lim

X® 3

14) lim
X® 2

x> - 4x+3
x2- 6X°+9x- 4’

- 10x+ 3,
2x°- 3x- 9

. X*- a?
lim 3
X® a a - X

. x3-
lim

®m G5y’ - Amx- nt

X -Tx+6

lim ———

x®-3 x° +8x+15

. xX°- 6x° +12x- 8
lim 5

x®2 X - 4x+4

x*-9
lim 3
®3 27- X

lim b- X
@b x3 4 pbx? - b’x- b°

X' - 2x3- 4x* +10x- 5

lim

@1 x* - 3x%- 4x® +13x- 7

X3+ 7x%- 9x- 63
lim Z 5
®-3  x* . 6 - 27

. X2 +X- 2
lim — 5
X®L X"+ 2X" - X- 2

: Xt -9
lim ————
x®3 x° - 2x- 3

. 2x% - Bx+3
lim —; >
X®1 3X"+ /X" - 4X- 6

X+ 2X%- 4x- 8
l[im 3 5
w2 X+ 4

DD} D
N =



2
LS

2 - N
16) I|m —5X - 2 ; lim 22 EE; La
_ 10x 13x- 3 x®2 x* - 7x* +8x- 4 7' 244
2 ~
34x-8x+3 x©-2 3% +6x° - X- 2 g 2" 114
4 2 3 2
1) lim B¢ +16< - 10x+5, jim 4= 13¢ +2x+3 ¢ 1. 320
el 2x%- Bx+2 @3 x*- 10x+3 g 3 17H
2 2 ~ N
19) lim - 2X+1. lim x2+3x- 4 g); El,J
x®1 X - 6x+5 ®1 % +2x- 3 4H
2 2 ,
20) lim X~ X 6. lim X *X-6 §5 >0
x©-2 3243 +2 x® -3 2x® +5x- 3 74
2 2 N
21) lim X, jim X >4 €l U
x®1 x°_ 3x°- x+3 x®1 %2 2x+1 &’ H
2 3 2
22) lim x2 3x+2; lim X x2+ 2X- 2 él 3u
®2 X2 +x- 6 X1 x°-1 &' 2f
3 + 2 _ _
23) lim X -+ 2. jim X 23 [0; +¥]
X®1 X°- 6X+5 ®3 xX°- 6X+9
3 3 2 7 N
2) lim — X ¥*2 . jim X~ X *4 €. 30
x®1 2x° - X° - 4x+ 3 x®2 x7- 2X° - 4x+8 85 4H
3 + . 453 LBy + Ax - N
25) lim —;( 23X 2 ; lim 2 52( 6)2( 4x- 8 EBE; o~
x®1 %2 o x - x+1 x® 2 X - 4x° +4x 82 H
2 + 2 + p N
26) lim X &+*15 . ljm X O+ €l U
x®3 x* - 10x +21 X1 ¥ - 2x+1 &2 i
2
27) lim X3, fim X4 (3 4]
x® 0 X x®2 - 3x+2
24 oy _ 3 N
28) lim 35X 22X ! ; im X4 1 Sy, 3
x®1 x°- 4x* +5x- 2 @1 x* .1 8 44
2, ) 3 2 _ + . N
29) lim 3x2 2X 16; lim X 23x 2X+ 6 eﬂ; U
x©2  x? . x- 2 ®3  x*- BX+6 g i
. 9- x? _Ix+1- 42 é 30U
30) IIim —; lim ————— & ¥ =
®-3 1- x- 2 ®1  x+8- 3 € 20
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[- ¥;0]

[0; +¥]

[- ¥; 1]

Calcolare i limiti delle seguenti funzioni razionali fratte che s presentano sotto la forma

indetermi nata;i (1-15):

3+0 _ 3
5-0 5
5 3
fm X 2 0+0
o 32 0- 0
X X
2 5
lim x x*_ _ _0-0
X® ¥ 3_3+i 3- 0+0
X2 X3
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X2 x3
ER T*t2-71 1
o x+2¥x X2+ e 2 _1+2x 6
DI S gy - M = lm 2 s im == -
Xr X 32 x2 +x* X2 x4 3/2+x 4
3'\/5—1"‘—1
X2 X2
1+ 5 L2
L N ofx _ 1+0 _ 1 _ 42
"Wl T Tl “3Z+0 342 6
B“EJ’_& 3«/§+\/_
x4 X
\/ 1 [ 1 1 1 Jx+2+1
. x-2 \x*- 4 Jx 2 Jx 2JIx+2 _ NX- 2 x4+ 2 _
e) lim = lim =
x® 2 1 x®2 x® 2 1
Vx3- 8 X «/x +2x+4 IX- 24X +2x+4
%‘e «/ 0 Eze/ o} U
= Ii x+2+1 («/ 2 \IX? +2X+4)u = Ilm WX+2 +10 (x/x2+2x+4)u =
x® @ev X+2p g ©? x+2 o g
69\/2+2+10 312 63
e s (Va+a+a) = 12 _6¥3 _ 5 5
N2+ 2 g 2 2
sinx
f) lim 1 _ i cosx - lim MO (cosx)ﬂ = lim sinx =
@ 2 1 x® 2 1 @l gcosxd u x® =
2 - 2 - 2 2
COSX COSX
1 lim 22 lim X*1 el. 3u
0¥ By ®¥ Gy - 4 &' 54
2 , N
2) lim X+5 : lim 2- X ei; _ 1o
®¥ 4x- 3 x®¥ 3x*. By &  3f
2
3) lim XX 1. lim =2 [¥: 0]
X® ¥ 4x+ 2 ®¥  3x° - Bx
2 3 <
4) lim 4X2—6X+2; im X +6 ¢4 LU
®¥ 3x° +5x+1 ¥ By- 1 &3’ H
2 2
5) lim L. jjm 2X = X*0 ¥: 2]
®¥ X @¥ X" - X+ 2
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- 4x+1 . 1+ 3x 63

6) lim 5 ; lim —————— 2. od
®¥ 3+ 7x + 2X ®¥ 3+ 2X+ 4X 7"
. 2_ + ) 2 , <
7) lim —3); X+S X lim —X3+2X2+5 ePB; o
X®¥ %% +4x+1 ®¥ 2x° - X +9 2" H
, +4x3 + _ LA+
8 lim x53 4x 9; lim 8x : 4x° +9 ¥ 7
®¥  xT- 2x+5 ¥ AXT+x- 2
1
. ] 5 - 1 2 50
X ¢, 2u
9) !<I®n; 1 ' !((IE)rQ X - 2X2 $4’ ) ZH
X°- 4
E 1.5, .
. X X X -
10 limy —5— i & 2t
2 _2+_+8
X°+5 X° X
12) lim X FX*5 fim XEVX*S D, 20U
¥ x'_ 23+ 4’ ® +¥ 35y + Ax + 3 & s
5x- 1+ 3x? _fx+¥x 63 1
12) i > ; lim :
®¥ %% . 3+ 4 ®¥ 244X &2 1H
9x- 6 . 25X + 2
13) lim ; lim e31 >0
¥ \| 4x+ 3 ¥\ 40x - 1 &' 7H
: 2+ X% )
14) lim aly lim —2X*3 el. ,u
®¥ 3 ] x® ¥ /3+X2 &' H
2x+£
é u
15) lim —2X-2_. lim 2 eﬂ J2§
X® ¥ /2)( +1 X® ¥ 1+2X2 é 2 0

Calcolarei limiti delle seguenti funzioni che si presentano sotto la formaindeterminata+ ¥ - ¥

(1-13):

(- ) [

. . X +1- %
a) lim (\/x2+1- x) = lim = lim =% =
o ¥ Xo¥ I +1+x ¥ 32 r1+x

= lim ! =0
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b) lim (x- 2. Jm) = lim

(x- 2- «/m) (x- 2+M) _

o ¥ X X- 2+/X%- 2x- 3
X AX+4- X+ 2x+3 -2X+7 B
= lim = lim =
WX % 2+XP- 2x- 3 ¥ y_ 2+ - 2x- 3
2x 7
e B
L X X _ -2+0 _ 2
= lim = = .2 =1
®¥ 2+JX2 ox 3 1- 0+4/1- 0- O 1+1
x x VX X X
[Jx(x+3)- VX - 2] JX(x+3) %2 - 2]
c) lim [Jx(x+3)- VX - 2] = lim =
x® ¥ x®¥ Jx(x+3) +5¢ - 2
x(x+3)- (x*- 2
B s L I, X+ 2

® ¥ Jx(x+3)+Jx2- 2 X®¥ %2+ 3x + /% -

3,2

= lim X X - =0 -3

¥ JX2+3X+\/)(2 2 J1+0+41-0 2
G D'y

el 1 6 e 1 1 5 . € 1- 1- cosx
e)llmg_z- ::|Im% - - = lime
®0 8gn’x  1- cosx@ @0 €1- cos X 1- cosx@ @0 g1- cosx) (1+ cosx)
= lim e COSX o _ v
x0 & 1- coP X8
0 lim 1, cosxg _ . SNX+cosx (1+cosx) _ im sinx +cosx+ cog X _
X® p 81+ cosx | Srx& P snx (1+ cosx) ®p  sinx (1+ cosx)
- lim SNX +Cosx+1- six _ i SX (1- sinx) +(1+cosx) _
©p  sinx (1+ cosx) x®p sinx (1+ cosx)
. ésinx (1- sinx) 1+cosx U gl-sinx 16 _1-0
|Imé +— g = || m & - L=
@p zsinx (1+cosx)  sinx (1+ cosx) 1+cosx  smx®  1-1 0

u
u
a

¥
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1) lim (\x-x+3); lim (-x+4+m) [ ¥:- ¥]
2 lim (x- 5] iy [x- 2| g5 %
B iy [2x- 4o +) iy (- 809 - Sk
2 lim (/4@ +2x- 8- 2x- 1) lim (4x+1- V16 +8x- 2] %% og
5) lim (2x+3- 2 (x- 1) (2x- 3); lim (2 V2x- V8¢ +2x+1] %1; : ng
6) lim (\/mu- x); lim (2x+3 M) [1; 0]
75+ e B
) lim (Vx- Jx+1); lim [V3(x- 9 (x- 2) - V3¢ - 20| go : 3—;/:—35
9) lim (Vx+3- Vx- 4); lim (Vo +x - ¥ +2) §o %E
10) lim (5 +1- 45 3); lim (V5 +2x+2 - 5 5+ 4) §o gé
11) lim («/x Fax+1- - 3x+ 7) lim (Jx3+1 N ) 3, O]
12) lim (\/x = 4- X +3) lim [10g(25¢ +3) - log(5x+2)] [0; log 5]
13) lim [10g(x’ +5x- 6] log(x - 4];  lim [1ogx- logsin2x S log2

I gx 2) -8 i X-8  x®2 (x- 2)(X2+2x+4) )
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X /x
el o} . X o w . 2
QB el el e Wl B i
X+1 @ x®¥ x+1 ¥ 42 ¥ g2
X X
1
X 0
:!«|®|’Q &1 :1 O:
1+ *
. @ . 1 | . X+9nX . e X SinX ¢
C) lim §x+smx)—': im = lim + = =
X

| |
2x cosxll  x®0 2x cosx ~ x®0 82x cosx 2X COSXP

e 1 1 SiNXg
2 cosx 2 cosx X 9

®

e 14_1)(_]_
2 2

3
I
[ERN

o

- 1 U & 1 O 5 1y
1) lim dx- 3) 1{ 5 a lim ¢x [ = §); =u
x®3 & X2 - 90 x®0 & | X - 5Xg ZH
e 1 - 26U é/2 U
2) lim gx+1) .| ———u lim gx+1) g+ =2 &5 20
)X®_1§ ) 2X2+3X+1H x®-1§ )% x+1ﬂH g2 H

3) lim gx i ) imZ L fer22 [6; 1]

x®1 1H’ !<®¥ 2 + X o
. : .6 1u
4 lim|(1- sSnx) tgx lim 41- cosx) — 0;0
) linf (1 i) o] lim d1- c0s) - [0: 0
5) lim x 25X, lim B tgx 20 [0; 3]
x®08 sin’x g’ ap &' 5 ’
10 e 19
6) lim ofg2x —2 lim & Q 2:0
)% gg tgx g’ w0 & §in’xd [2:0]
. ) 0
7) lim [(1- tox) tg2x|; lim ¢———— cos2x= 1 -2
) x®% [( gx) g ] X®% gsmx- COSX 7] [ W/—]
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sin X

Calcolarei seguenti limiti di funzioni trigonometriche ricordando che IX|®rQ — =1:
X
1) lim 20X lim SNX [n: 3]
X® 0 X X® 0 X
2) lim 30X jim 30K ? kg
x®0 gn2x x®0 gin hx hH
. sin(x- a . 8n(x- 4 )
3) lim %; lim M (i; 1§
®a  x*.a ®p X-p 82a
4) lim 2% jjm S0 gl 20
x®0 tgxX x®0  tg4x 4H
5) lim <, lim SO5 X [1; O]
X X x®% X+E
2
6) lim (9. lim 19X gs Sd
x®0  x x®0 tg2X ZH
7) lim 1- c;)sx; lim cos>;- 1 e&; ] 19
X® 0 X X® 0 X 82 ZH
2 2
8) lim ——: lim —= [2:- 2]
x®0 1- COSX x®0 cosx- 1
9) lim tg?x; lim S|nx—-3tg>< &. 1o
x®0 tg°X x® 0 X 8 2H
3 7 <
10) lim 1 cosx; lim 3 3-028X 3); gg
X®0 ¥ X®0 2 §n°x a4
. - 2 7 N
11) lim ——= jim S X é . 0
X®0 2X COSPX x®0 X &2’ H
. - 2 , <
12) lim 5x.cosx ZSII’]X; lim 4S|nx.+3x X eFl; Zl,J
x®0 4 §inx+ 2X COSX x®0  5gnx- X &2 44
. COSX . X
13) Iim ——; lim —— [¥; ﬁ]
P (1- sinx) x®0 ./1- cosx
. COSX . - cos : )
14) lim > lim COSX—fOSX &. 1y
@b 1- sinx X® 0 sin®x &' 24
. inx - - 2% - B¢ . (3- cosx) (1- cosx
15) Jim 3SMX- 2x cosx 2x2 5>3< ; i ( )( ) 91;]15
x®0 4 gnx +3X CoSX+ X° - X X® 0 X Sinx &7
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Dire a quali forme di indecisione conducono i seguenti limiti e quindi calcolarli:

; _ 2 .

6) IX(|®rQ 2X /2(2x +x) ;
. 2X

7) lim ;
®¥ 3x+2- 252 - x+4

8) lim (\/xz- X+1- 3x);

x® ¥

9) lim (x- /X2 - 5x+1);

im («/9x2+1- A 9X? + 3 - 1);

11) lim (\/xz- 7x+3- V%% - 2x- 1);

12) lim ('\/X2+4X+2- \/x2+4x+5);
13) lim (3x+1- w/9x2+6x+2);
14) Ix!@rg (\/16x2 +8x- 2- 4x- 1);

15) lim (Vx+5- Vx+2);

. x+b
lim

X®-b .y /sz_ b?

i Y3 X
Im

x® 3 3_ X

im (x- Jm)

X® ¥
lim (x- \/x2+3)
X® ¥
Yo’x - Io?

lim

X®1 X - 1
lim Ax+3Ix3- 1
x® ¥ X+ 2

(m- x)

5

X2 +1- X2 - 1)
i Ix- x-2+2
im

X® 2 X2 - 4

5

lim
®¥ X +2

¢ 0
lim éé(x_ 2)\ 2 43

[0; O]
[0; O]

[0; O]

7 . El\J
@ 2f
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16) lim

17) lim [Iog(x2 - 1)- Iog(xz- x+l)];

7

18) lim 1+ x- Vi

1
X® + ¥ Q/X+1_ \/;’

X .

X® 0 X

<1

19) lim :
x®1 -1

20) lim YX*4- 2.

X® 0 X

IS

21) lim [Vx® +3x- X|;
X® + ¥

22) lim “/E'\/;;
X® 2 2-X
3
23) lim Ix+1
® -1 x4+
2 | Ix+3- 3+l
X® 1 X'l
25) lim = *4 .
®-¥ 2¢ - 6e

26) lim (logv3x? - 5- logv/4x* +3

X® + ¥

. Snx+x
27) lim ;

X® 0 X

28) lim —& .
x®0 1- cosx

. X+9nXx
29) lim ;
x®0 2% COSX

2 cosx (1- cosx) .

30) lim
) x® 0 sin’x

x®2 4= x°
-~ (x+2)’-8
L4 —

m IX% + 2%+ 2 - /X% + 6x+ 2

X® 0 X

. X+1- 2&
lim ———

SN
lim (w/x2 +2- % - 1)

X® ¥

. 1
lim

@ ¥ [ 4 x- X+ 2

Ix-1
lim

x®1 w2 .1

. 5€ - 6e*
lim ———
®+¥ Ag 4+ 3"

4logx - 5
x®0 3logx + 2

X® +¥

x®0 1- COSX

. COS2X

[im ——

«@P SINX- COSX
4

. 1-snx
lim
«@P  COSX
2

lim [log(3x+1)- log(2x- 1)] glog

-

el 1y
g2’ 44

N =
»lo
[ i g

M@D; D
wld

J3 . 3u

—: log—
2 923

[2; 2]
[¥: 2]

1

[1, 0]

219



3sinx + 4x CosX .

31) lim — ; lim
x®0 B gnx 4+ 2X COSX x®%

. + cos’ _
32) I!@m 10—05)1(; lim
p 2 COSZE X® 0

1- sin’x
cos’ X

tgx

tg®x - tg3x
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