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Esempio 2:

f(x,y):x4+y4—8(x2+y2)
M :{(x,y)e]Rz:x2+y2£9}

Si osservi, in primo luogo, che la funzione data e una
funzione polinomiale, per cui e definita su tutto R?.

Il vincolo M, inoltre, e costituito dai punti interni alla
circonferenza con centro 1’origine e raggio 3, oltre che dali
punti sulla frontiera (bordo) della circonferenza stessa;

segue, quindi:
g(xy):x2+y2—9 2



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Per determinare 1 punti stazionari sulla frontiera della
circonferenza occorre utilizzare il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange, considerando la funzione:

Z(xy,A)=x"+y —8(x +y ) /l(x2+y2—9)




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Si calcolino ora le derivate parziali prime della Lagrangiana:
Z (XY, A) = 4x> —16x — A(2x) = 4x> —16X — 24X
Zy(X,¥,4)= 4y3 —16y - A(2y)=4y> 16y -24y
,Z}(x,y,ﬁ,):—x2 —y%+9

eguagliando a zero le precedenti equazioni si ottiene:

4x> —16x—2Ax =0
4y —16y—21y =0

—x2—y2+9=0 .



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Risolvendo il sistema costituito dalle tre equazioni precedenti
Si ottengono I punti stazionari della funzione Lagrangiana:

f (ox(2%2 _
4x3 —16x—24x =0 ZX(ZX ‘8‘/1)—0
4y>~16y -2y =0= {2y(2y* 8- 1) =0

—xz—y2+9:0

N

+x2+y2—9=0



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Dalla prima equazione si ottengono le seguenti soluzioni:

2x(2x2—8—/1)=0:>2x:0,2x2—8—/1:0:>

:>x:0,/1:2x2—80ppurex:ir 8+2/1

Dalla seconda equazione si ottengono le seguenti soluzioni:
2y(2y2 —8—/1)=O:> 2y=0,2y2-8-1=0=

:>y:0,/1=2y2—8 oppurey ==+ 8+21



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Ricapitolando, si ha:
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COME CALCOLARE LI MASSIMI

MINIMI ASSOLUTT VINCOLATT

Sostituendo nella terza equazione del sistema il valore di x
trovato nella prima equazione, si ottengono I seguenti valori
dellay:

X=0=>y?>-9=0= y=143
e sostituendo nella seconda equazione del sistema a pg.5 si
ricava il valore di A:

4y3 —16y -2y =0= 21y =4y> 16y =

— Zﬂ(iS) — 4(i3)3 —16(i3) — )= ilo_?g 48

Ne segue che i punti .4 =(0,+3,10),.%, =(0,-3,10) Sono
punti stazionari per la Lagrangiana.

— A4 =10




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Analogamente, dalla seconda equazione si ottengono le
seguenti soluzioni:

2y(2y2—8—z)=0:> 2y=0,2y°-8-1=0=
8+ A

:>y:0,ﬂ,=2y2—8 oppurey =+ —

Dalla prima equazione si ottengono le seguenti soluzioni:

2x(2x2—8—/1):0:>2x=0,2x2—8—l=0:>

:>x:0,/1:2x2—8oppurex:ir 8+21



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIML ASSOLUTL VINCOLATIL

Analogamente, sostituendo nella terza equazione del sistema
Il valore di y trovato nella seconda equazione, si ottengono |

seguenti valori della x:
y = 0= x°-9=0=>x=1+3

e sostituendo nella prima equazione di pg.5 si ricava il valore
di A
4x3 —16X—2Ax = 0= 2Ax = 4x° 16X =
108 —
— 24(+3) = 4(+3)3 ~16(+3) = 1 = T FB ;19

+6
Ne segue che i punti 73 =(+3,0,10),.Z; =(-3,0,10) sono
punti stazionari per la Lagrangiana. 10




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Sostituendo, Iinvece, nella terza equazione, le altre soluzioni
ottenute dalla prime due equazioni, precisamente:

— /8+}“,y:i /8+/1
2 2
Sl ottiene:
8+ A ‘ 8+ A ‘
(\/i+) +(\/J_r+j -9=0=
2 2

:>8+2/1+8+2/1—9:O:>8+2—9=0:>/1=1




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Sostituendo ora il valore di A appena ottenuto nella prima
eguazione, si ha:

Ax3 —16X—2Ax =0 = 4x3 —16X—-2Xx=0= 4x° —18x =0 =

:>2x(2x2—9)=0:>2x=o,2x2—9=0:>

:x:O,x:i\P
2



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Analogamente, sostituendo il valore di A nella seconda
eguazione, si ha:

4y> —16y -24y=0=4y> -16y -2y =0=4y> -18y =0=

:>2y(2y2—9):0:>2y:0,2y2—9:0:>

:yzO,yzi\E



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

| punti stazionari di .Z, quindi, sono:

4,2 =(0,£3,10)
4 =(£3,0,10)

43
25,6 = [Jf\f \f )
| punti stazionari vincolati di f su M, quindi, sono:

Lo = (0,43),Py 4 =(£3,0), Py 6 = (ﬁ@



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

[’Hessiano e dato da:

12x° 16— 24 0 20X
H(X,Y,4)= 0 12y% —16-24 -2y =
—2X -2y 0

— _4x2 (12y2 16— 2/1)—4y2(12x2 16— 2/1) _

= —48x2y2 + 64X +8Ax% — 48x2y2 + 64y2 + 8/1y2
= —96X%y? +64X% +64y° +8Ax° +81y°

15



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

e, sostituendo con I punti stazionari, si ottiene:
H (Z2)=-96x°y* +64x" + 64y +8AX° +81y* =
= 64(+3)° +8(10)(£3)* =576+ 720 =1296 > 0

Quindi P, , sono punti di massimo relativo vincolato per f su
M.

16



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Analogamente, si ha:

H (Z§,4) = —96x2y2 +64%% + 64y2 +8AX° +8/1y2 —
= 64(+3)° +8(10)(£3)* =576+ 720 =1296 > 0

Quindi P34 sono punti di massimo relativo vincolato per f su
M.



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Analogamente, si ha:
H (Z ) =-96X°y” +64x* +64y” +81x* +8Ay* =

o o el
aof st ssafof2] -



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

= —96(+2j(+2j + 64(+2j + 64(+Z) +
+8(1)(+2) + 8(1)(+2) =

=—-1944 4+ 288+ 288+ 36+ 36 =-1296 <0

Quindi B sono punti di minimo vincolato relativo per f su
M.



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Per determinare I punti stazionari interni alla circonferenza
ovvero I punti di:

Int(M)z{(x,y)eRz:x2+y2<9}

occorre calcolare le derivate parziali prime della funzione
data:

f(xy)= x* + y4—8(x2 +y2)

20



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Si ha, quindi:

= 43 —16x

fy =4y° -16y
Eguagliando a zero tali equazioni, si ottiene:

4x° ~16x =0
4y —16y =0



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

da cui: (

4x(x* ~4)=0 {X:O,X:iZ
) —
ay(y2-4)=0 ly=0y=22

Ne segue che i punti stazionari di f in Int(M ) sono:

P7=(0,0),R30=(0,£2), Ro11=(£2,0), A2 13 =(+2,£2)

22



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Occorre ora calcolare 1l determinante Hessiano attraverso le
derivate parziali seconde:

H(x,y)=

12x% —16
0

0
12y° —16

= (12x2 —16)(12y2 —16) -

= 144x°y% —192x° 192y + 256

23



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Si calcoli adesso 1’Hessiano nel punti stazionari interni ad
H(R)=H(0,0)=256>0, f,,(0,0)=-16<0
Dunque P, e un punto di massimo relativo della funzione.

H (R0 )= H (0,£2) = ~192(£2)° +256 = ~768 + 256 =

=-512<0
Dunque BR;g sono punti di sella della funzione.

24



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Analogamente, si ha:
H (Pio11) = H (£2,0) = ~192(+2)" + 256 = 768+ 256 =

=-512<0
Dunque P14 sono punti di sella della funzione.

25



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI
H(Pia13) = H (£2,£2) =144(£2)° (£2)° +
~192(+2)% —192(+2)* + 256 =
— 2304 — 768 — 768+ 256 =1024 > 0

oo (£,42) =12(+2) 16 =48 -16 =32> 0
Dunque P2 13 sono punto di minimo relativo della funzione.

26



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Per determinare 1 punti di massimo e minimo assoluti
vincolati occorre trovare 1 valori della funzione in tali punti:

f(P2)=f(0,43)=+(+3)" ~8(3)° =81-72=9

I+
N | ©

f(P34 (£3,0) = +(+3)* —8(+3)* =81-72=9
9

8 ko

( J (=) -

N[ ©
I+
N | ©




COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

_81 81 8(9 9) 81 ., _8l-144_ 63
44 \272)7 2 2 2

f(F7)=1(0,0)=0
f(Pyg)= f(0,42)=+(22)" ~8(+2)° =16 -32 =16

f(Roa1) = f(£2,0)=+(+2)* -8(+2)* =16 -32 =16

f(Rons) = f(x2.42) = +(22)" +(2)" - [(+2) (+2)}:

—16+16—8(4+4)=32—64 =32

28



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Ricapitolando si ha:
- punti di massimo relativo vincolato:

P2 =(0,£3),P34 =(£3,0),F =(0,0)

- punti di minimo relativo vincolato:

P56 = (i\E,i\E], R213=(£2,12)

- punti di sella:
R0 =(0,£2),Rp11=(2,0)

29



COME CALCOLARE I MASSIMI E
MINIMI ASSOLUTI VINCOLATI

Essendo ora:

f(R2)=f(P34)=9>f(P)=0

segue che P 5 e P3 4 sono punti di massimo assoluto vincolati.
Essendo, inoltre:

f (P5,6):—623:—31,5> f(P213)=-32

segue che P5 13 sono punti di minimo assoluto vincolati.

30



