2. | numerireali elefunzioni di variabilereale

Introduzione
I metodo comunemente usato in Matematica congsigke precisare senza ambiguita i

presupposti, da non cambiare durante I'elaboraziteiedati o della teoria, e nel dedurre da tali
presupposti il maggior numero di informazioni pbgsi Se ad esempio si considera il gioco della
pallacanestro, una volta iniziato il campionatordgole di tale gioco non vengono piu cambiate. In
Matematica i presupposti sono le regole del gio@m®o denominafpostulati o assiomiDa essi,
mediante dimostrazioni, si deducono i risultati@sseoremi

Il nostro punto di partenza e quello di assumeose postulato, che esisilasistema dei
numeri reali Cioe assumiamo che esista un insieme di numieei,chiamiamo numeri reali e che
indichiamo corR, su cui sia possibile, ad esempio, eseguire l&r@uaperazioni elementari (+,-,-,/),
oppure sia possibile stabilire qual € il minoredvwe numeri.

Poiché abbiamo assunto come postulato I'esisteazauimeri reali, elenchiamo glissiomi
dei numeri reali relativi alle operaziordi addizione (+) e moltiplicazione (-). Indichiaroon a, b, ¢
dei numeri reali generici.

1) Proprieta associativa:
(a+b)+c=a+(bt+ 9, (alb) L= al{ bl

2) Proprieta commutativa:
at+b=Db+ a, alb=blh

3) Proprieta distributiva:
al(b+ ¢ = alb+ dl

4) Esistenza degli elementi neutri: esistonoRndue numeri distinti 0, 1, tali che
a+0=a, all=a

5) Esistenza degli opposti: per ogni numero resmjeesiste un numero reale, indicato con
-a, tale chea+(-a)=0

6) Esistenza degli inversi: per ogni numero reake 0, esiste un numero reale, indicato

cona™, tale cheal{a™) =1

Cenni di teoria degli insiemi
Introduciamo alcune definizioni e notazioni dekaria degli insiemi. Sia S un insieme qualsiasr. Pe
indicare che x € un elemento di S scriveremo:

xO S(x appartiene ad S)
Per indicare, invece, che y non € un elemento dc®/eremo:

y[0 S(y non appartiene ad S)

Se A e un insieme i cui elementi sono anche elende, diremo che A é usottoinsieme parte di
S. Tra i sottoinsiemi di S si suole consideraréhantnsieme vuotpcioe I'insieme privo di elementi,

che si indica conl .
Se A e B sono due sottoinsiemi dil'Bitersezione An Bdi A e B e I'insieme degli elementi di S che

sono comuni ad A e B:

AnB={x0S xJ A e K B



L’'unione ALl B di A e B e l'insieme costituito dagli elementiSliche appartengono ad almeno uno
dei due insiemi A e B:

AOB={xOOS xJ A oppure }E

A B

Diremo che A & contenuto in BAI B) se ogni elemento di A € anche elemento di B:

(AOB) = (a0 A= a1 B

Il simbolo = silegge “se e solo se” ad il simbole silegge “implica”.

Osservazione: I'insieme vuoto e contenuto in qualsiasi insiemel{ A,00 OB,0 0S,...)

Se A e B sono due sottoinsiemi dell’insieme SoihplementoA— B di B rispetto ad A e I'insieme
degli elementi di A che non appartengono a B:

A-B={xO0S XJ A e K B

In particolare, pertA= S, I'insieme S— B, complemento di B rispetto ad S, si chiama anche

complementareli B e si indica con-B.
Per I'unione e l'intersezione, valgono le propriatsociativa e distributiva. Siano A, B, C tre émsi,

valgono le seguenti relazioni:

A

« (AOB)OC= AO(BO Q - proprieta associativa dell’'unione
* (AnB)n C= An(Bn Q - proprieta associativa dell'intersezione
« (AOB)n C=(An QO(Bn Q - proprieta distributiva dell'intersezione rispe#ll’unione



 (AnB)OC=(A0 Qn(BO g - proprieta distributiva dell'unione rispetto atfersezione

Due insiemi A e B si dicondisgiuntise la loro intersezione € l'insieme vuoto. OssaAs B=1[]
allora A e B sono disgiunti.
Vale inoltre la seguente uguaglianza:

+ {ahg¢Hbak

Ossia, se non sono stati definiti ordinamenti, efémenti di un insieme possono apparire in un
gualunque ordine

I concetto di funzione

Nella scienza e nell’esperienza quotidiana si itream spesso relazioni quantitative tra insiemi di
oggetti e dati. Ad esempio quando si afferma ctaeet del cerchio é funzione del suo raggio”, si
utilizza implicitamente il concetto diunzione

Siano A e B due insiemi di numeri reali. Uiigzionedi A in B € una legge che ad ogni elemento di
A fa corrispondere uno ed un solo elemento di B.irsichiamo con f tale funzione, scriveremo

f:AO0 B, oppurey= f(x), intendendo che ad ogni elementd] A corrisponde, tramite la
funzione f, 'elementoy = f X 0] B. Formalmente:

OxOAQ yOB: y= f( ¥

Si dice che A e ildominio o insieme di definizioneli f. Il simbolo f() indica un complesso di

operazioni che devono effettuarsi staxgomentadi f) per ottenere waloredi f).
Due funzioni si diconaiguali quando hanno lo stesso dominio e ad ogni elememtisgonde la
stessa cosa, ossia

OxOA  f(X=0d

Si consideri ad esempio, la funziorfe R - R(ossia dallinsieme dei numeri reali all'insieme
stesso) tale ché (x) = X*. Valgono le seguenti uguaglianze:

« f(0,1)=[0,1]

« f(-57])=[0,49]=f ([0, 7])

Una funzione f A0 [, B si dice suriettiva se ogni elemento di B € immagine di almeno un
elemento di A, ossiasey[IBOxO A f: x(=) .



Una funzionef AL [ B si diceiniettiva se ad oggetti diversi di A, corrispondono oggeiiedsi
di B, ossia sélx, x [0 A con x# X, segue chef (x) # f(X).

AE I %
Un esempio di funzioneon iniettivae il seguente:

E I ;B
In questo caso infatti ad oggetti diversi inadyrispondono gli stessi oggeiti B.
Una funzionesuriettivaediniettiva si dicebiettiva

a\/l
e
d 9
e/\5
A B

In altri termini, una funzione si did@ettivase per ogni elemento y di B vi &€ uno e un solmel&o x
di A tale chef(x) =vy.

Grafico di unafunzione

Una volta definito il significato di funzione, cihiediamo come sia possibile effettuala
rappresentazione cartesiandella funzione stessa. Consideriamo due rette pdipaari che si
intersecano in un punto O, origine degli assi.i&m® sulle due rette una direzione positiva ed una
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unita di misura. Chiamiamo asse delzisseo asse xuna delle due rette, asse deltdinate o asse

y, I'altra retta.

Ad ogni numero reale x corrisponde in modo biunovoo punto Pdell'asse delle x, scelto in modo
che il segmento QRabbia lunghezza uguale ad x. Analogamente adragnero reale y corrisponde
un punto R dell’asse vy, tale che il segmento £dbbia lunghezza uguale ad y. Tracciamo due rette
parallele agli assi e passanti rispettivamente Ree B. Il punto P di incontro delle due rette
corrisponde in modo biunivoco alla coppia di nunnedli (X, y).

y

A

Py [ommemmmeeeoees *

O P, X

Se é assegnata una funzione f, in corrispondemea@bpie di numeri real(x, f(x)) abbiamo un

insieme di punti del piano, ottenuti con la rappregazione cartesiana sopraindicata, che costitilisce
grafico della funzione.
Volendo fornire una definizione formale, occorrena definire il prodotto cartesiano tra insiemi.

Definizione. Siano A e B due insiemi. Diceprodotto cartesiano (e si indica con la notazione
Ax B) I'insieme delle coppie ordinate (x,y) cotil A e y[IB.

G={(x f(X): x0 A0 A« Béil grafico di una funziond A - B.

Il grafico G di una funzione f gode della propriétax 0 A OyOB:(x YO G”

Funzioni invertibili. Composizione tra funzioni.
Supponiamo che la corrispondenza tramite la furzibtra due insiemi A e B sidiunivoca Cioé
supponiamo che f non solo faccia corrisponderegad 1 A uno ed un solo valorg [ B, ma anche

che per ogni y[1B esista uno ed un sobl] A tale chef % ¥k y. In tali condizioni diciamo che f &
invertibile. La funzione da B ad A che ad ognillB fa corrispondere l'unicox] A per cui

f (X) =y, si chiamdunzione inversa si indica conf *:B 0 . A. Si ha
F(F () = %, OxO A, FHE) =y, DydB

Siano f e g due funzioni taliché ALl [ B e g :BUO [ C, si definiscecomposizionéra le
funzioni g ed f:

go f: A0 C

go f silegge gcompostaon f.



La composizionéra funzioni non €ommutativaAd esempio, si considerino le funzioni:

f:ROD. R f(R= X
g:ROG- R o y= %1

Segue che

(9o )N =9g(f(R)= o X)= X+1
(fo@)(®=f(g(R)= f(x+1)=(xr1y
Esempi
La funzione f RO [» R definita daf(x) =2x+1 é suriettiva perché per ogni numero reglisi
ha f (x)= ydovex:yT_l.

Sia f una funzionef RO - R con f(x)=x*; questa funzioneon & suriettivain quanto

I'insieme delle immagini € costituito da tutti i mari reali non negativi mentre il codominio
comprende anche i numeri reali negativi. Per remdsuriettiva questa funzione e sufficiente

considerare un codominio diverso, os$iaRd > R'.
La funzione f RO . R definita da f (x) = X*, non & iniettivapoiché per valori differenti di x,

ottengo i medesimi valori di y. Ad esempio se=-1 e x =1 (con X# X) segue che
f(-)=Ff@Q)=1

Funzioni crescenti e decrescenti

Definizione Diremo che una funzione reale f(x), definita in intervallo |, écrescente in | se, per
ogni coppiax, X di punti di | per i quali é&x< X, risulta f (x) < f(X). In altri termini, una funzione f
e crescentein un intervallo | se:

Ox,XOIl, x< X= f(X< f(X)

Diremo inoltre che f(x) élecrescentein | se:

Ox,XOIl,x< X= f(X= f(X)

Definizione Una funzione f &trettamente crescentein | se:

Ox,XOIl, x< X= f(X< f(X)

Definizione Una funzione f &trettamente decrescentein | se:

Ox,XOIl, x< X= f(X> f(X)

Definizione Una funzione si dicenonotona se e crescente o decrescente.

Definizione Diremo che una funzione reale f(x) della variabidale x, definita in un insieme X, &
superiormente limitata in X se I'insieme f(X), sua immagine, e superiomgelimitato; cioé se esiste



un numero reale M tale che si abbigx) < M, per ognix[ X ; f(x) si dice invecanferiormente
limitata in X se I'insieme f(X) e inferiormente limitatossia seENCOR :f &k » N[ X1 X
Definizione La funzione f(x) sara detfamitata in X se risultera tanto limitata inferiormente qt@m
superiormente; cioé

M OR":| f(XYk M,O0xd X

Esempio
Un esempio di funzione limitata € la funzioseny; infatti:

-1<senx<1
oppure

| senxk 1



