8. Teoremi di base del calcolo differenziale

Una delle principali applicazioni delle derivatadlo studio dei massimi e minimi delle funzioni.
Anzitutto una definizione precisa:

Definizione 1. Sia f ;1 - R una funzione definita su un intervallo |. Si dadee M € ilmassimo di
fsu |, e si scrive

_ﬂl_l!l' = Ax
111I1\f

se esiste un puntg, 01 in cui la funzione vale M e in nessun altro puvdde piu di M:

I

flegl =M = f(x) Yr

T

il punto x0 si dice allorgunto di massimo assoluto di f su .

Invece si dice che x0 & un punto di massimo ragivmassimo locale) di f se esisietale che

f (%)= f(x) perglix tali che|x—x, K 0 (ossia se f(x0) € maggiore dei valori di f nei pwicini
a x0).

Le definizioni di minimo, punto di minimo assolwaelativo sono analoghe.
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Dal grafico si evince che a, % X, sono punti di minimo relativo; X Xz e b sono punti di
massimo relativo; Xé un punto di minimo assoluto, b € un punto disimas assoluto; X X, Xz,
X4 sono interni allintervalld a,b] .

Naturalmente un punto di massimo assoluto € anehmunto di massimo relativo, anche se |l
viceversa non € vero in generale.

Il risultato che mette in relazione massimi, minarderivate di f € il seguente. Ricordiamo che se
[a; b] € un intervallo chiuso, un punto x0 si dicgerno all'intervallo se a < x0 < b, mentre i due
punti a e b sono gli estremi dell'intervallo.

Teoremal. Sia f :ab]- R derivabile in un punto x0 interno all'intervalla; b]. Se x0 e punto
di massimo (o di minimo) relativo di f, allor& (x,) =0.



DimostrazioneConsideriamo il caso di un punto di massimot(bataso & analogo). Allora se h &
abbastanza piccolo si hi(x,) = f (x, +h), e quindi la differenza

flzg+h) = flzg) =0
e negativa (per h abbastanza piccolo). Consideraad rapporto incrementale: se h > 0 si ha

flag+h) = flzg) _ (5) _
h (+) =

e quindi, applicando il teorema della permanentaetgo, otteniamo

- Y )
lim flao+h) — flzo) < 0.
O+ h

Se invece consideriamo gli h < 0, abbiamo

flag +h) — flap) _ (—) - 0
h (—) —

e quindi allo stesso modo

1

= ().
h—0— h

Y — Pl
im fleg +h) — flzo) >

In conclusione

flxg+ h)— flzo)

= .
h

g Y -
flxg) = lim
h—0
Osservazione 1. Il teorema precedente non garantisce che seilatiesi annulla allora c'e un

massimo: per esempio la funziori¢x) = x> ha derivata uguale a zero nell'origine ma & sempre
strettamente crescente.
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Il teorema afferma una cosa diversa: se c'é urogatgrno di massimo o minimo, allora li la
derivata deve annullarsi. Questo ci fornisce unoneel cercare dove sono i massimi e i minimi:
infatti per una funzione derivabile essi possopwedrsi solo

1) agli estremi dell'intervallo, oppure

2) nei punti interni in cui la derivata si annulla.

Dopo aver trovato tutti i punti in cui la derivatigannulla, dobbiamo esaminarli uno per uno e
capire se siano di punti di massimo o di minim@upe no; e non si deve dimenticare di studiare
guello che succede agli estremi dell'intervallo.

Teorema 2 (Teorema di Weierstrass). Sfa[a,b] - R una funzione continua. Allora esistono due
punti x,x, O[a,b] tali che, detto m il valore di fin x1 e M il va®di f in x2, si ha

m < f(z) < M per tutti gli x € [a, ]

Senza dimostrazione

| due punti x1 e x2 trovati nel teorema precedsnthiamano ipunto di minimo assoluto e di
massimo assoluto di f su [a; b] rispettivamente; mentre m e M sdnoinimo assoluto e il massimo
assoluto di f su [a; b].

Dal Teorema di Weierstrass sappiamo che una fuaziontinua su un intervallo chiuso e limitato
ha sempre un minimo m e un massimo M sull'inteovall

Teoremi di base de calcolo

Ricordiamo che una funzione continua su un intéoweliuso e limitato verifica il Teorema di
Weierstrass; quindi possiamo trovare sempre unopantui f assume un valore maggiore di tutti
gli altri, e un punto in cui f assume un valore amendi tutti gli altri. Questi due punti di solismno
distinti; se coincidono allora la funzione deveegeiatta ossia una costante. Se aggiungiamo
l'ipotesi che f sia derivabile otteniamo vari ristil interessanti:

Teorema 3. (Teorema di Rolle). Sid a[b, } R una funzione continua su [a; b] e derivabile su
Ja,b[ . Se f(a) = f(b) allora esiste un punt@]a,b| in cui la derivata di annullaf '(c) =0.

$itey=0
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DimostrazionePer il Teorema di Weierstrass la funzione amnmatissimo e minimo assoluto su
[a; b]; sia x0 il punto di massimo e x1 il puntonginimo.Se uno di questi due punti € interno
all'intervallo [a; b], allora sappiamo che in gpehto la derivata si annulla, e quindi la
dimostrazione e finita.
Se invece nessuno di questi due punti € interrsdcasgono tutti e due agli estremi; ma il valoré ag
estremi di f € lo stesso, ne segue che f(a) =f(i(%0) = f(x1) ossia massimo = minimo. Questo
vuol dire che la funzione e costante, e quindidavata si annulla in tutti i punti.
Teorema 4 (Teorema di Cauchy). Sianb, g :[a,b] — R funzioni continue su [a; b] e derivabili su
Ja; b[. Allora esiste un puntoO]a,b[ in cui
f'e)- [g(b) — gla)] = g'(c) - [f(B) — fla)].

DimostrazioneConsideriamo la funzione

F(x) = f(z)-[a(b) — gla)] — g(z) - [f(b) — f(a)].

La funzione F & continua su [a; b] e derivabildssW[ e la sua derivata

F'iz) = f'(z) - [9(b) — gla)] — ¢'(x) - [f(b) — f(a)].

Inoltre vediamo subito che

F(a) = F(b) = f(a)g(b) = f(b)o(a).

Quindi possiamo applicare il Teorema di Rolle #droamo che esiste un pumﬁ]a, b[ in cui
F'(c) =0, ossia

F'{e) = f'(c)- [a(b) — g(a)] — () - [£(b) — fla)] = O

da cui la tesi.

Teorema5 (Teorema di Lagrange o del valor medio). $iaa b[ - R una funzione continua su
[a; b] e derivabile su Ja; b[. Allora esiste un pueO]a,b[ in cui

oo fib)y = fla)
o) — ) \a)
fie) bh—a

DimostrazioneBasta applicare il teorema precedente ad f dwilzione g(x) = x; le ipotesi sono
soddisfatte, quindi per il teorema esiste un pentocui vale

f'(e) - [a(b) — g(a)] = g'(c) - [£(b) — f(a)];

ma g(b) = b, g(a) = a, e chiaramemféx) = (x)' =1 in ogni punto, quindi abbiamo ottenuto



f'(¢)-[b—a] = £(b) - f(a)

da cui la tesi.
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Osservazione 2. Notiamo chef'(c) si puo interpretare come l'inclinazione (il coeinte

angolare) della tangente al grafico per x = c; oevié secondo membro € il rapporto incrementale
fra i punti x = a e X = b, che esprime l'inclinamodella retta passante per i punti A = (a; f(B)=
(b; f(b)). Il Teorema di Lagrange afferma sempliesite che c'e un punto in cui la tangente al
grafico ha la stessa inclinazione della retta passaer A e B.

Il Teorema di Lagrange ha alcune conseguenze ihatsima importanza:

Corollario 1. Sia f :fab]- R una funzione continua su [a; b] e derivabile sib]JaAllora

(i) f é crescente — f'(x) = 0 Vx €la, b;
(it) [ & decrescente +—= f'(z) < 0 Vr €|a, b|.

DimostrazioneDimostreremo solo il caso (i), il secondo € ccetguinente analogo.
Se f e crescente, il numeratore e il denominatereagpporto incrementale hanno sempre lo stesso
segno: quando h >0

fl:ID + f” — fl::r.‘ﬁ:l . I'r -'I = ]
h (+)
e quandoh <0

fleg+h) — flwg)  (—)
h (—) —

Quindi anche il limite del rapporto incrementaleécla derivata, deve essere sempre positivo.
Viceversa, supponiamo che la derivata sia semsigiys Procedendo come nel corollario
precedente, scegliamo due punti x1 < x2 qualunateenii all'intervallo, e applichiamo il Teorema

di Lagrange su [x1; x2]: otteniamo che deve esésﬂmrpuntocD]a, b[ tale che



f'rl:l""':l — fln.‘Tle - fll.:r‘]-.ll
4 :‘I-\.E_:I-\.l "

Ora sappiamo chd’(c) = 0 per qualungue punto, e quindi

flag) = flz1)
ro — a1 -

da cui, moltiplicando pefx, —x, p 0
flxa) — flr1) 20 = flx2) = fla).

Pertanto abbiamo dimostrato che presi due puntuggae x1 e x2,
ry <y = flr1) = fxo)

cioe la funzione é crescente.



