9. Il teorema di de I'Hopital

L'uso delle derivate permette in molti casi di o#ce con facilita dei limiti indeterminati. Il

seguente risultato ad esempio si puo utilizzarecakeolare i limiti della forma(—)

Teorema 1.(Teorema di de I'Hopital) Siand, g :[a b] — R due funzioni continue s{ga,b] e
derivabili sua,b] . Siax, O]a,b[ tale chef(x,) =g(x,) =0, e siag'(x) # 0 per x# x,. Allora se
f'(x) f(x)

esiste il limitelim ———, esiste anche il limitelim ——=, e i due limiti coincidono
=% g'(X) =% g(x)

lim ) =lim e
% g(x) xeg(x)

DimostrazioneApplichiamo il Teorema di Cauchy alle due funziba g sull'intervallo di estremi
X0 e X; ne segue che esiste un punto z intermatéiche

f'(2) - la(x) — g(zo)] = ¢'(2) - [f(x) = f(0)]-
Dato che f(x0) = g(x0) = 0 la relazione si semp#fi

fl(z)g(x) = d'(2)f(x)

e dividendo pem’'(z) # 0 otteniamo

glx)  g'(z)

Se ora calcoliamo il limite pex - x,, € osserviamo che anclze- z, in quanto & compreso fra x e
x0, otteniamo

. flx) =)
lim - = lim —
x—xy 1T z—rp )
ossia la tesi.

Osservazione 4.4.2. Il teorema € valido in motti absi:
1) per i limiti indeterminati della forma.
(0]
2) per i limiti destri;
3) per i limiti sinistri;
4) per x - +co oppurex — —oo,



Osservazione 1
Verifichiamo il limite notevole

lim = 4.

ex
r—4oo

Si tratta di un limite indeterminate. Il limite del rapporto delle derivate
(0]

o (er) e
lim — = lim — =40
r—+too (x)f r—too ]|

&

e gquesto conclude il calcolo.

Il Teorema di de I'Hopital si puo applicare ancheadcolo di limiti indeterminati della form@[do .
Ad esempio, per calcolare |l

lim xlogx
r—0t

possiamo scrivere

log x
rlogr = ——

T

e in questo modo abbiamo scritto il limite nellanfia indeterminataog; quindi derivando
(o]

numeratore e denominatore

(log )’ 1
l-.|.|; J — 1'1 — —y

W
J

R I

(
il limite diventa semplicemente

lim xloge = — lim = 0.
r—0+ r—0t



