CAPITOLO VII
DERIVATE

1. GENERALITA
Definizione 1.1)

La derivata & un operatore che ad una funzione f associa un’dtra funzione e che obbedisce dle seguent

regole:
(1) D (aox”) = (aox”)I = na,X"* derivata di un monomio
ESEMPI
D (3¢) = 238%™ = 6x
) = 46t = 20

(2) D (ax) = a derivata di un monomio conn=1
ESEMPI

D(7x) = 1x7x** = 7x° = 74 = 7, D(10x) = 10, D (%) = 3

@) D(x) =1 derivata di un monomio con a, = 1=n
@ D() =0 derivata di una costante
ESEMPI

D(4) =0,D(10 = 0,D(25 =0

(5) D (x”) = nx"* derivata di un monomiocon a, = 1

Fiuin generderisulta
(5.1) D (x") = ax*!(areaequalsas )
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Ricordando le regole delle potenze:

1

a)aF‘:%

. 1
b)a"=?

1

Ya

Seguono varie proprieta gpplicate nel seguenti
ESEMPI

D(x3) = 3¢ = 3¢, D(XS) = 5" = 5, D(Xs) = 8! = 8x’, D(xﬁ) = L2x7t

D (XM/E) = (1+§/§) G

1
n

c) a

Sea = }dlorasi ha
2k e R 1
Dex"+ = —x" = —X" = —X—/(3
e n —
Xn

che s puo scrivere, in modo pit semplice, come segue:

6) D (Vx) = 1 1 derivata della radice n-esima
nan-
ESEMPI
1 e | ~ 1 1
D(&) C 2kt 2&’D(&) Y 33x2'D(&) 5t 5%

Fiuin generde s ottiene:

(7) D [D/f(x)] = _ derivata della radicen-esima di una funzione
n “«/[ f (x)]n' !
ESEMPI
D( 4 2) (- ax+2) 3¢- 4
X" - 4X+ = =
2 \/(X?’- AX + 2)2'1 2x3- 4x+2
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|
4x° +6x - 5) 125 +12x 45 + 4

(
3\/(4x +6¢-9 3§/(4x3+6x2- 5)° §/(4x3+6x2- 5)°

D (\3/ 4%° + 6X° - 5) =

(8 D[af(x)+bg(x)] = aDf(x)tbDg(x)  derivatadellasomma (o differenza) elinearita
ESEMPI

5" +3x° + 7x+6) = 5D (x*)+3D (x*)+ 7D (X)+6D () = 20x*+6x+7

D
D (6x°- 2¢* +4x- 6) = 6D (x°)- 2D (x*)+4D (x)- 6D (1) = 18« - 4x+4
dt

4°+7x) = - 4D (X)) +7D (X) = - 12 +7
(9 D [f(x)g(x)] = [f(x)g(x)]' = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) derivata del prodotto
ESEMPI

D[(¥- 1) (5x+2)| = (- 1) (5x+2)+(x*- 1) (x+2) = 2x(5x+2)+(x*- 15 =

= 10x® +4x+5x*- 5 = 15x°+4x- 5

D[(2x+3) (x* +2x)| = (2x+3(x* +2q+(2x+3 (x*+2x) = 2(x*+2x)+(2x+ 3 (2x+2) =

2X° +AX+ 4X* + 4X +6x+6 = 6x> +14x+ 6

D[(3x3+4x+l) (3x2+4)] = (3¢ +4x+1)(3¢ +4)+ (3¢ + ax+1) (3¢ +4) =
= (9x2+4) (3x2 +4)+(3x3+4x+1) BX = 27x* + 36x% +12x% + 16+ 18x* + 24x% + 6X =

= 45x* + 72x* + 6x +16

gx) + 0 derivata del quoziente
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@ X 0§ _ (X)I(X2+1)' X2(X2+1)| _ x*+1- x;Qx _ L x22
R T o R e

s@x 6 _ (F)(4-9-x(4- 1 | 3¢(4- Q- ¥(-1) _ -26 4120
&4- xp (4- x)* (4- ¥ (4- x)°
a+x*0 _ (1+ x2)|(4+ xz)- (1+x2) (4+ x2)I _ 2x(4+ xz)- (1+x2) 2 _
Firs (eoe] )

_ 6x
e

derivata di funzioni composte

) _ &, il 1 I S
D( 4X 3) ) §4X 3)23 24x% - 3 (-9 24 -3 AJad-3
&l(5y3 1?0 _ & 3 u 3 29 2 s A\ e 3 '
Dgl(ZX +1) 0= (2¢+2) g = §2x +1)53 = = (2 +1) 3 ](2¢+1) =
_ 2 6 = 12x°
55/(2x° +1) 55/(2¢ +1)
|
D(3 X2 7x) = gxz 7x)%3 = }(xz 7x)%' (x2 7%) = ZX—72
é a 3 331/(x2 - 7x)
D[(3x2 x| = 5(3¢-x)7(3¢- x)' = 5(3¢- x)(6x- 1)
(12) D [ef(x)' = ¢'Mf(x) derivata di funzioni esponenziali
ESEMPI

D (eX2+5X+2) _ exz+5x+2 (Xz +5x+ 2)| - ex2+5><+2 (2)(+5)

D

——

e3x3+7x) — e3><3+7x (3X3+7X)| — e3x3+7x (9X2+7)
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®ex*+30 X3+3 Sy 30 X043 By (x +1) (x3+3) ZXE [V N

D Ged+1t = g+ = @1 é J B
R N )
D aeez;zzixg _ ;;::éx 862x22+ 4x9I _ 62;2:? §4X (3x2 +5) (2x + 4x) 6x3 _
o X +50 § (3x2+9)° !
_ ez?f:;éx - 24%° + 2£)x
(3¢ +3)
(13) D [Inf(x)] = ff((;:)) derivata di funzioni logaritmiche
ESEMP!
_ 1 | _  6X
D[In(3¢ +2)] = T3 (3 +2) = v
3 _ 1 3 [ _ 3X2- 2
e 2x 4] = g (0 2 = T
Dgnaezx2+4x9@ _ 3°+5 a&2x2+4x(‘_5' _ 3x°+5 -24x*+20x _ - 24%° + 20X
6 E3 500 2C+ax &3¢ +5p | 2% +4x (3¢ +5)2 (262 +4x) (3x2 +5)

Osservazione: riteniamo opportuno richiamare |’ attenzione dello sudente su dcune proprieta dei logaritmi

che 9 riveeranno particolarmente utili soprattutto per lo studio di funzioni:

log,(bxc) = log, b+log, con a,b>0 e atil
|Oga8@§ = log,b- log,c con abc>0 e atl
c
Ioga(b“) = nlog,b con ab>0 e at'l e ninteropositivo
Ioga(Q/B) = 1 log, b con a,b>0 e a®'l e ninteropositivo
n
log,a = 1 con a>0 e a'1l
log,1 = 0 con a>0 e a1l
log,0 = - ¥ con a>0 e atl
_ log, N - . i
log, N = m formula del cambio di base con N intero positivo
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Inoltre, dfruttando la definizione dassca di logaritmo, e facile verificare I'equivdenza ddle seguenti
eoressoni:
z = log,b; a’ = b; a®:" = b;

In generde s € soliti indicare con In o anche con log il logaritmo naturade o Neperiano, cioe in base e.

2. TABELLA DELLE DERIVATE PIU COMUNI
Riportiamo qui di seguito una tabella riassuntiva delle derivate di dcune funzioni eementari, scrivendo a

dnisralafunzione e ndla sessalines, adedra, lasua derivata

y=¢ y' =0
y =X y' =1
y =x",nTA y' = nx"?!
y=x,al Aex>0 y' = ax?
1
:,\/; ' =
Y Y T oK
y = 8", n>m y' = nmn_m
n Yx
y:sinx y' = CcosX
y = cosxX y' = - 9nx
y = X y = 12 = 1+tg°x
COS"X
y = ctgx y = - ,12 = - 1- cotg®x
sinx
y =€ y =€
y =a‘a>0 y' = a*loga
y =x y' = x* (1+Inx)
y =1Inx, x>0 y' = 1
X
y = log,x, x>0,a>0,at 1 y' = 1Iogae
X



y = arcsinx, P <y<B y' = 1
2 2 1- x?
y = arccox, 0<y<p y = - 1 :
1- X
1
= arct ‘=
y X YT I
1
= arcctgx = -
y g Y 1+ %

Riportiamo adesso un denco di derivate di funzioni dementari ottenuto dalla tabella precedente sostituendo
dlavarigbile indipendente x una certa funzione f (x) di cui 9 conosca la derivata ed gpplicando poi la

regoladi derivazione delle funzioni compoge:

y = [1(] y = [t (¥
y =41 y = 23%
i T
y = sinf(x) y' = cosf(x)f'(x)
y = cosf(x) y = -sinf(X)f(x)
v = tgf(x y = coszlf(x) (%
y = ctgf(x) y' = - sin211‘(x) f'(x)
= arcsinf (X - 1 "(x
y = f(x) y 1-[f(x)]2f()
= arccosf (x S ST
y = arceost (x) y 1_[f(x)]2f()
y = arctgf(x) y' = Tl(x)]zfl(x)
y = arcctgf (x) y = - ;Zf'(x)
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ESERCIZI PROPOSTI

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni polinomiali:

y=3x"+1
y=5x+7

y=2x-5

y=3x*- 6x+4
y=4x>- 2x*+5x- 3
y=4x’- 1
y=1+x+Xx
y=x>- 2x
y=3x-1

y = 4x°

y=4x*+5
y=x°+4x°
y=x3+2x*+1
y=3x*- 53 +4x- 7
y=8x>- 24x3+7

=1 heunro
2 3

y=(2x+3)(x*+3x- 1)
y=(x*- 1)(5x +2)

y=(¢+1)

_5x¢ 7x* 3
y=—-—-—1%9
4 2 5

y=x(x-1)*

y=(1+x)(2x -5)
y=(2x-1)*3-7x)°
y=(2x +3)(X* + 3x - 1)
y=(1-2x)(3x + 1)

[6x]

[5]

[2]

[6x - 6]

[12x* - 4x + 5]
[8x]

[1+ 2X]

[3x%- 2]

[3]

[8x]

[8X]

[5x* + 8x]

[3x? + 4x]
[12x3 - 152 + 4]
[40x* - 727

[X + X2 + 5

[6x% + 18X + 7]

[15%° + 4x - 5]

[10x(x* + 1)*]

éls , 3u

QZX - X- EH

[ @x-1nx- 17

[6x%- 10x + 2]

[(2x — 1)(3=7X)*(- 98X + 47)]
[6x% + 18X + 7]

[ 18x* —4x + 3]


Giuseppe
Casella di Testo
   (4x-1)


y=(3—-2x—xA)(x* - 2x?) [2x(—3x* — 5x° + 10x? + 6X — 6)]

y=x%(4+x)(5x + 1) [X(20x2 +63X + 8)]
y=(@-1)% [80(8x — 1)7]
y=(x-1>*x-2) [(x —1)(3x —5)]
y=(5+x%(1-2x-4x%? [(1—2x —4x%)(— 36x° — 10x° — 117x* — 20)]
y=(1-3x)"(1+x) [(11 + 15%)(3x — 1)7]
y=(2-x)%¢ +2x) [(2—X)(=5%° + 6x% — 6x + 4)]
y=(x—2)%x +1)? [(x + 1)(x — 2)%(5% — 1]
y=(*+x+1)°>%x-1)* [ + X + 1)%(X — 1)3(10x% + X + 1)]
y=(x°+1)(3x + 1)° [6(3% + 1)7(7x8 + X + 4)]
y=(x*+2x—3)%4-x%’ [2(12 + 33x — 17x* — 10x%)(x* + 2x — 3)*(4 — x*)]
y = 2(x + 2)%(* + 4x - 3) [4(x + 2)(2¢ + 8x + 1)]
y = x3(x* + 1)* + 3x(x* + 1)] [2x(x* + 1)(7x* + 1) + 3(3x2 + 1)]

Calcolare e derivate delle seguenti funzioni razionali fratte:

5 ¢ 5 U
=— e u
T 8 (x+)’g
:X+1 é 1

2X g 2x°H
y=x3 1 ¢

x-4 g (x-4)0
y:2x-3 e 1 ﬂ

3x- 4 a3x- 4)° g
y=22 e %

x-3 g (x-3)g
y=x-4 & (5- 3x)
= > a 2 -

T



y= 4x% - 5x+3
X - 6X+5

_ 3x%- 2x+3
X - 2x-1

y=3x rox+t
X

X+ x- 3¢

X4

y=Xx - 2X- E+£3
X X

NG H
€% +2x- 2U
g (x+1)° g
&(x- 1) (x+1)0
é S Q
€ 4x ﬂ

{7

§3x'3 +3x- 1u
€ N u
e a

€6’ +9x° - 10



_8x+X°
x+1

€52 - 14x- 5U
€ 7z U
g (5x-7) ¢
€4y +5x* +8U
€ 2z U
g (x+1) ¢
€4x2 +8x +5U
~ 2 -
g (x+1)° g
€2x* +5x? +17

-\
¢ (ee1) |

et "7
F
g_ 42x? ﬂ
¢ (ol
€ 2¢- x2+2!
g(x3 +x2+2)2Q



X3

y= 2x% - 3x+1

X3

y=x+2+

4- X

:x3+x+1
Xx-1

3x-1
(4- 5x)*

4x*-5
X+1

y:

Y=5(x2+9)-§

y=°’°2x+l93(x2- 1)

& xp

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni irrazionali:

y=A/x

y=3¥X-7x

y=+/x*+2

y=+4x*- 3

y=+/X- 4x+2

y =X +x%- 2x

gx2(2x2- 6x+3)8
g. (2x2 - 3x+1)2 H

é - x)u
C4x(8 >2<)u

€4x2 +8x +5U
~ 2 -
g (x+1)° g

<§1Ox3 +70

& U
é U

S@x’ +16 ax’ - X +16!
€ x o8 ¥

¢ 3-4 U
e—F———
824X - Ax+2()

€ 2x°+x-1 U

&E———10
evx* +x- 2x(
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y:8x+\/§
y=4x*+1-x-1
y= 2% +2x+1

y=(ee 2]

¢
é

€2x% - x+10
S e o
e vx'+1 g

&l(5x+3)" 4

4x(x+1) G

e
A3

=0

(4 +6x - 5)2§

> (D
N
1
X




é x U
y= él- a
X+Ux?-1 & xX-1Q
y= x-1 g 1 3
x%-1 g x+1)Vx*- 1§
y:___+ X - 3X2 g_i+§+i_ 10 U
2 & X X 2/x 3/xH
4 14 1u
=8Vx- 73 —
y & 3 Ul
€ 4xu
y = 4/x +164x 2/x+ 4
& X
1 & 1 u
= 250 + = 7 BOX- ——=
y Jx & 2xxH
s .
y=2%- 4x+25 N
& VX'
& 5¢-3 |
_ é -3 0
y=x3x*-1 T
(- 1)
2,5 - - It
X 3x 8 X @
y:X4+4X éZXZ X+il;|
Jx & Jxtl
y = 2xyX - }«3/x\/§+2x6- 3 23\/;- i+12x53
4 € 8J/x u
AT ¢ 2 U
= &
xv/x & 30x¥x H
é u
y_1+<‘/F é 3 a
- e 2Uu
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e u

y=2-3¢ : G
- 3 2 e 2U
>+ g S{orde] g

_xC +X €4 ov 3 3 U
Y=ers g I PV
y:(15x2-12x+8) (x+1)° g%xlexﬂg

2

TR pvl) \/_-_><2+\/_°ae !

Y=gV 3 5 & pes 5/ B

y:
7x+1 g ) Jx +4H
y_\/2- X +X g 3x- 2432 %2
3+x TREE
3- x2 A- 5x -12x - 3u
y:3 2 é 4 0
X+ & H(x+2) g
X - X ex (9X2' X- 6)“
y= 2 g
Jx+1 g 2/x+1l ¢
— X ? X+ 2 u
= PO AR
Vx+1 éz(x+1)\/x+1ld
¢ u
1- X ¢ 2X u
y=x 1+ X g_ 1 xg
~ 1+X2 A
g )Tk
\/ 1ae1 e é-2x* +x* +4u
& % & X-1 0
Calcolare |le derivate delle seguenti funzioni esponenziali e logaritmiche:
7 2 l:l
=In(2x-1 < "
y=In( ) g2x- 14
7 1 l\J
=In(x+3 S "
y=In(x+3) &3



y=e*? [e 1]

y=Xe [(1+x)€]
y=e" ¢ 2xe" " I
y= x*+1 é4x° U
e +1 g +1Y

y = xInx [Inx + 1]
y = x4nx + 3x [2xInX + X + 3]
- ¢2 iU
o o
el u

y=et Sa&e&H
y= Inx- 1 € 2 28
Inx+1 ex(Inx+1)" g
y=xe+e-1 [&(x® + 3x2 + 1)]
y=€(2-¢€) [26(1—€]
y=e(x®-x+7) [ + 3x* —x + 6)]
y=xIn* - 3xIn’X + 6xInX - 6x [IN°X]
y = x4(Inx)* [x(INX)?(2Inx + 3)]
y = 5xIn’ — 6x3In°x [ 18x%In° - 30xAn’x + 5In’x + 10InX]
y=§>4nx & 2(1 Inx)g
y = (XInX — 1)? [2(xInx - 1)(InX + 1)]
y = 3xInx [3(Inx + 1)]
y =x°Inx [X(2Inx + 1)]
y = XIn®x [IMx(Inx + 3)]
y:%Inzx- InX + /X §2|nx'2‘)2(+&§

é 1 u
Y=In(x+\/4+x2) A i
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1
X2

e X
X-1

|- O:

y=In

Q
x| N

y=In’x+3x+5

y = 4xin*x+ 7x3An°x

_Inx
ard

y= X1+ X2 +|n(x+\/1+ x2)

y=In(x*- 7x - 8)

y=(x- 1)In*x

s 1 1
y:|n§i2+__ i

X+1lg X 2X°
y:In(x3 +x2+8)
y=InJ4x*> +5x- 1

x> +1
2X+3

y=In

€ x°-2 u
g2Inx+3xy
§ x
gn3x(35x“ln2x+35x4lnx+4lnx+16)8

u

H
T

é 2X-7 |
& - 7x- 8H

éxin®x +3(x - 1)In*xu

gx—lg(l- 2Inx)
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it
g

3

><

+

.h
OO C

S EE

é
y=3Inx+3 +1 1 aa
83\/Inx+\/x +1ex \/—’Ll
2 5 u
6 I (2x+%x) 4 ;

B s PR
u

<
|
=)
—
N
x
+
5
x
N —
M: (D> (D> D

ex(z 1+e“ +¢* +2)

(S
y=ine Ve ¢ ,
§1+\/1+ex 5 g W1+e u

)

y_Inx-l e 2 ﬂ

Inx+1 X (Inx+1) A

X é u

y:e +1 é 3 20

2- ¢ &(o_ e\

q2-¢)'d

X éx 2 _ []

, Xae ée( 2x 2x)u

+ é 2 7|

X & (> +x°) y

_ _Inx € 1 u

1+ Inx éx(1+lnx)3

21y

=In(Inx € p

y=In(iny &xinxH

é e u

y=In(e*- 2 &

(-2 & - 20

éx’ + x- 10

y:In(Sé‘\/xz-l) e—u
e X 1

1 éx’ + x- 10

=ZIn(x*- 1) +x
y=3 (x*-1) e
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