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1 INTERPOLAZIONE PONDERATA, REGRESSIONE E CORRELAZIONE 2

1 INTERPOLAZIONE PONDERATA, REGRESSIONE E
CORRELAZIONE

1.1 Esercizi

1. La seguente tabella riporta i dati relativi al numero Y di pezzi prodotti ed al numero
X di addetti di 108 imprese di un certo settore economico:
Y 10 | 15| 20
X Totale

04 12 112 | 0 24
511 12 | 12 | 24 48
1230 | 0 |36 | O 36

| Totale [24[60[24 ] 108 |

a) Stabilire se esiste indipendenza in media di Y da X ed in caso di risposta negativa
valutare il grado di dipendenza in media utilizzando un indice adeguato;

b) valutare il grado di correlazione lineare tra X e Y
c) calcolare i parametri della retta a minimi quadrati di Y in funzione di X;

d) con riferimento alla retta ottenuta al punto precedente si calcoli da devianza
spiegata e si scomponga opportunamente la devianza totale;

e) si valuti la bonta di adattamento della retta individuata.

Svolgimento

a) Per stabilire se esiste indipendenza in media del carattere Y dal carattere X, ¢
necessario calcolare le medie parziali di Y.

10-12+15-12420-0

24
300
= — =125.
24

1= M(Y|X €[0,4]) =

10-12+15-12+20-24

48
780

= — =16.25.
48

o =M (Y|X € [5,11]) =

10-04+15-364+20-0

36
540
— = 15.
36

g3 = My(Y|X € [12,30]) =
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Calcoliamo ora anche la media totale del carattere Y:

10-24 +15-60 + 20 - 24

g=M(Y) = 108

1620
—— = 15.
108

Poiché non si ha che
=Y =y3=1y
possiamo concludere che non c’¢ indipendenza in media del carattere Y dal

carattere X.

Calcoliamo la varianza di Y:

var(Y) = 0ropr = M (Y?) — [M(Y))?

B 100-24+225-60+400-24_(1 y
- 108
_ 25500_225

108

= 236.1—-225=11.1

e considerando i gruppi determinati dalle modalita del carattere X, calcoliamo
la varianza fra i gruppi (fra le medie parziali):

I,
o = 2 =9 m
=1

3

! S 2
= 108 - (Ui —4)" - n,.

1
= 5 [(12.5 — 15)* - 24 + (16.25 — 15)% - 48 + (15 — 15)? - 36]
= 2.083.

Possiamo a questo punto calcolare il rapporto di correlazione:

o
9 _op 2083
v =gz = g~ 01T

e concludere che la varianza fra i gruppi (fra le medie parziali) ¢ il 18.75% della
varianza totale.

Ricordando che I'indice 77(2Y /x) ¢ sempre compreso tra 0 e 1, possiamo concludere
che in questo caso, la dipendenza in media di Y da X ¢ debole.

Per calcolare il coefficiente di correlazione lineare, € necessario calcolare lo scarto
quadratico medio di Y':

2
=
I
S
=
i
[

3.3;
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la media aritmetica di X:

1 — 2.24+8-48 +21-36
N &~ 108
= M(X?) - [My(X)]?
1 3
= 108 4 (25)* - ni. — (7)°

=1

4-24 46448 + 441 - 36

— (11)*

1188

= =2 _121

108
= 55.3

da cui si ottiene lo scarto quadratico medio di X:

ox = V55.3 = 7.4386.

Non ci rimane che calcolare la covarianza tra X e Y. E importante sottoli-
neare che, avendo a disposizione una tabella a doppia entrata, il calcolo della
covarianza tra X e Y deve tenere conto delle frequenze congiunte n;;:

cou(X,Y) =

1 T C -
v 2> (wi =)

i=1 j=1

T c
% Z Z TiYnij — TY

i=1 j=1

(y; —y)n;; (metodo diretto)

(metodo indiretto).

Per facilitare il calcolo, completiamo la seguente tabella nel seguente modo:
nella cella (4, j) inseriamo il valore ottenuto moltiplicando la i-esima modalita
di X per la j-esima modalita di Y per la frequenza congiunta corrispondente

N e
Y 10 15 20
X
9 2-10-12 = 2-15-12 = 2-20-0=
240 360 0
] 8-10-12 = 8-15-12 = 8-20-24 =
960 1440 3840
921 21-10-0 = 21-15-36 = 21-20-0 =
0 11340 0
18180
= sziyjnzj
i=1 j=1
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Possiamo calcolare quindi la covarianza tra X e Y:

cov(X,Y) = % i i TiYing; — TY

i=1 j=1
1

= — -18180—11-15
108

= 3.3

e il coefliciente di correlazione lineare tra X e Y:

cov(X,Y) 3.3
Y V) — _ _ _0.1344.
r(X,Y) OOy 74386 - 3.3

Ricordando che il coefficiente di correlazione r ¢ sempre compreso tra —1 e 1,
possiamo affermare che tra i caratteri X e Y esiste una debole correlazione
lineare positiva.

c) Calcoliamo ora i parametri della retta a minimi quadrati (retta di regressione).
Ricordiamo che cio significa determinare i parametri della retta interpolante fra
i punti noti (z§;9;) [¢ = 1,2,3] aventi come coordinate i valori centrali delle
classi in cui é suddiviso X e le corrispondenti medie parziali di Y.
Tale interpolazione ¢ pero un’interpolazione ponderata: cio significa che ciascun
punto (zf; ;) va considerato avente frequenza pari alla numerosita del gruppo
corrispondente (n;.).
Per maggiore chiarezza, esplicitiamo che in questo caso la nuvola di punti € co-
stituita dai punti (2;12.5), (8;16.25), (21; 15) rispettivamente con frequenze pari
a 24,48, 36.

Impostiamo il sistema:

cod(Y;, X)
dev(X)

ap =

Go =19y — Q1 - T.
Calcoliamo per prima cosa la codevianza tra le medie parziali di Y e X:

3

cod(V;, X) = Z(y —§)(z; — &) - n

= (125 —15)(2 — 11)24 + (16.25 — 15)(8 — 11)48 4 (15 — 15)(21 — 11)36
— 540 — 180 + 0 = 360

e poi la devianza di X:

dev(X) = 0*(X) - N = 55.3 - 108 = 5976.
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Se ora sostituiamo nel sistema, otteniamo

360
5976

a1
Qg =15—a4-11

cioé
a; = 0.0602

oy = 14.3378.

La retta di regressione ha percio equazione:

~

Y =14.3378 4+ 0.0602 - X.

Interpretiamo i parametri della retta di regressione:

— ap = 14.3378 significa che (in teoria) un’ impresa con 0 addetti ha una
produzione media pari a 14.3378 pezzi. Notiamo che in questo caso il valore
di ap € poco significativo (in quanto non ha senso valutare il numero di

pezzi prodotti da un’impresa con 0 addetti);

— a1 = 0.0602 significa che all’aumentare di un addetto, il numero medio di

pezzi prodotti aumenta di 0.0602 unita.

In figura (1) vediamo rappresentata graficamente la retta di regressione e la nu-

vola dei punti con le corrispondenti frequenze.

A

20 .24 Y=14.3378+0.0602X

12.5{ my,
101 *12 412

002 5 810 15 20 25 30 X

Fig. 1: Grafico della retta di regressione Y = 14.3378 4+ 0.0602 - X

E importante notare che se a questo punto, si determinano i parametri della ret-
ta interpolante la nuvola di punti costituita dalle coppie (x;;y;) [4,7 = 1,2, 3],
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tenendo ovviamente in considerazione le frequenze congiunte n,;, si ottiene la
stessa retta di regressione individuata precedentemente. Per verificarlo, é neces-
sario seguire il seguente procedimento.

Per calcolare i parametri della retta interpolante la nuvola di punti costituita
dalle coppie (x;;y;)
Y =a)+a;-X
¢ necessario impostare il seguente sistema:
cov(X,Y)
var(X)

A~

660 - g - éél - T
da cui, utilizzando le quantita precedentemente ricavate, otteniamo che

~

3.3
a = —=
95.3

do=15—a;-11

cioé
a1 = 0.0602

oo = 14.3378

La retta interpolante la nuvola di punti costituita dalle coppie (z;;y;) ha percio
equazione:

N

Y =14.3378 4 0.0602 - X
e coincide con la retta di regressione gia individuata.

Per calcolare la devianza spiegata e la devianza residua, sono necessari i valori
1;, ovvero i valori previsti della retta di regressione in corrispondenza dei valori
centrali delle classi di X:

th = 14.3378 + 0.0602 - 1 = 14.3378 + 0.0602 - 2 = 14.4582

7o = 14.3378 + 0.0602 - x5 = 14.3378 4+ 0.0602 - 8 = 14.8194
U3 = 14.3378 + 0.0602 - x5 = 14.3378 + 0.0602 - 21 = 15.602.

Per calcolare la devianza spiegata completiamo ora la seguente tabella.

Ti | Wi Ui Gi—y | ni | (09— 9)*n.
2 | 12.5 | 14.4582 | -0.5418 | 24 7.0451
8 [ 16.5 | 14.8194 | -0.1806 | 48 1.5656
21| 15 15.602 0.602 36 13.0465
108 21.6572
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Si ha quindi che la devianza spiegata (dalla retta) é:

3
Ds =Y (§; — §)*ns. = 21.6572.

i=1
Si calcola ora la devianza totale:

Dy = o2(Y)-N
11.1- 108 = 1200.

Per calcolare invece la devianza residua, si completa la seguente tabella in cui
abbiamo inserito nella cella (7, j) la quantita (y; — 9;)%n;; :

Y 10 15 20
X
) (10 — 144582)2- 12 = | (15— 144582)Z-12= | (20— 14.4582)%-0 =
238.506 3.522 0
) (10 — 148194)2- 12 = | (15— 14.8194)2-12= | (20— 14.8194)%-24 =
278.7192 0.3912 644.126
o1 (10 — 15.602)- 0 = (15 — 15.602)% - 36 = (20 — 15.602)2- 0 =
0 13.0464 0

A titolo esemplificativo, riportiamo i calcoli effettuati per completare la cella
centrale della prima colonna (corrispondente a i =2 e j = 1).

Il valore contenuto nella cella (2,1) & stato calcolato nel seguente modo: indivi-
duato il valore centrale della seconda classe (i = 2) del carattere X, x5 = 8, si ¢
sottratto il valore previsto 1, dalla retta di regressione in corrispondenza di tale
valore dall’effettivo primo (j = 1) valore assunto da Y, y; = 10:

Y1 — Yo = 10 — 14.8194 = —4.8194.

Il valore trovato ¢ stato poi elevato al quadrato e moltiplicato per la frequenza
N9y
(y1 — G2)% - o1 = (—4.8194)% - 12 = 278.7192.

I valori contenuti nelle altre celle sono stati calcolati in modo analogo.

Sommando tutti i valori contenuti nelle celle della precedente tabella, otteniamo
la devianza residua:

Dp=>

i=1 j

(y; — i)*ny; = 1178.3112.

3 3
=1

Verifichiamo percio la scomposizione:
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1178.3112  +  21.6572 = 1199.97 (= 1200)
DEVIANZA + DEVIANZA =  DEVIANZA
RESIDUA SPIEGATA TOTALE

d) Per valutare la bonta di adattamento della retta di regressione, calcoliamo
I'indice di determinazione delle medie parziali, rapportando la devianza spiegata
alla devianza fra i gruppi:

Ds  21.6572

—_— = = 0.0962
Dp 225

*2
17 =

dal momento che
Dp = o%(Y) - 108 = 2.083 - 108 = 225.

Il valore di I;? indica che la retta di regressione non rappresenta in maniera
soddisfacente le medie parziali, visto che la varianza spiegata ¢ pari al 9.62%
della varianza fra le medie.

Passiamo a calcolare 'indice di determinazione

_Ds _ 216572 _ o

I? = =
7 Dp 1200

Il valore di /2 indica che la retta di regressione spiega solo 1'1.8% della variabilita
totale del carattere Y.

Entrambi i valori degli indici I;? e I3 ci permettono di concludere che la bonta
di adattamento della retta di regressione alla situazione analizzata ¢ bassissima.

2. Si consideri la seguente tabella che riporta la distribuzione bivariata delle variabili X

eY:
X 1101
Y Totale
0 51510 10
1 1040 | 0O 50
4 0 |25|15 40

Totale | 15 | 70 | 15 | 100

a) valutare il grado di dipendenza in media di Y da X;
b) calcolare i parametri della retta interpolante che spiega Y come funzione di X;

¢) si calcolino opportuni indici dell’ordine di grandezza dei residui di interpolazione
rispetto alla retta individuata al punto precedente;

d) analizzare con un opportuno indice quanta parte della devianza totale ¢ spiegata
dall’interpolante lineare;
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e) valutare il grado di correlazione lineare tra X e Y e commentare.

Svolgimento

a) Per prima cosa, calcoliamo le medie parziali del carattere Y:

0-54+1-10+4-0
15

h=MYX=-1) =

10 -
= — =06
15

0-54+1-40+4-25

70
14
0—2

70

v =M (Y[X =0) =

0-0+1-0+4-15
15

4.

ys=M(Y|X=1) =

60

15

Calcoliamo ora anche la media totale del carattere Y:

0-10+1-50+4-40
100

210

= — =21
100

y=M(Y) =

Poicheé non si ha che

N=Y=Y3=Y
possiamo concludere che non c’¢ indipendenza in media del carattere Y dal
carattere X.

Calcoliamo la varianza di Y:

var(Y) = oyor = Mi(Y?) — [My(Y))?

2 2 2
_ P0+12-504 4240 o

100
- _4a
100

= 69-441=249
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e considerando i gruppi determinati dalle modalita del carattere X, calcoliamo
la varianza fra i gruppi (fra le medie parziali):

1 o
or = N 2_0—9)n
j=1
3
1 o
= mji (9 —Z/)2 n.j
1 _
= 100 [(0.6 —2.1)% - 15+ (2 —2.1)% - 70 + (4 — 2.1)* - 15]
85.6 _
= —— =0.856.
100

Si puo a questo punto calcolare il rapporto di correlazione:

o
, 0% 0856
T =5z = g9 =M

osservando che la varianza fra i gruppi (fra le medie parziali) rappresenta il
34.4% della varianza totale.

Ricordando che I'indice 77(2Y /x) € sempre compreso tra 0 e 1, possiamo concludere
che esiste una bassa dipendenza in media di Y da X.

Si determinano ora i parametri &g e & della retta interpolante

con

dove si ¢ indicato con Y} il carattere che assume valori pari alle medie parziali
di Y con frequenze pari alle numerosita dei gruppi.

Si calcola la media aritmetica di X:
—1-154+0-70+1-15 ~0

My (X) =7 =
1(X) =7 100

e la varianza di X:

o*(X) = Mi(X?) = [M(X)]*

1 3
= 100 (;)* - n; — (2)?
j=1

(=1)?-154+0%-70+1%-15 )
B 100 -
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e si completa la tabella

Tj | Yj | My | TiYin.g
—1106]| 15 -9.9
0 2 70 0

1 4 15 60
100 50

Calcolando quindi la covarianza tra X e le medie parziali di Y, si ha:

3
cov(X,Y;) = NZ TiYjn.; —

1
= -50—-21-0
100
= 0.5
Sostituendo nel sistema, si ottiene
. 0.5
a _ —_——
703

da cui

L’equazione della retta di regressione ¢ pertanto:

Y =21+16-X.

In figura (2) é riportata la rappresentazione grafica della retta di regressione e
la nuvola dei punti con la corrispondente frequenza.

Interpretiamo i parametri della retta di regressione:

— «p = 2.1 significa che la retta di regressione prevede per la variabile Y il
valore medio 2.1, in corrispondenza del valore 0 della variabile X;
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13

10

0
i

-
»

X
Fig. 2: Grafico della retta di regressione Y = 2.1+ 1.6- X.

— a7 = 1.6 significa che la retta prevede, attuando un incremento unitario
della variabile X, un aumento medio del valore della variabile Y di 1.6.

c) Per valutare 'ordine di grandezza dei residui di interpolazione, completiamo la
seguente tabella:

wi | U | 95 | ng |G =l 19— gl | 195 — 951 | 195 — 95y
-11061(0.43 ] 15 0.23 3.5 0.054 0.81
0| 2 | 21| 70 0.1 7 0.01 0.7
11| 4 (376 15 0.23 3.5 0.054 0.81
100 14 2.832
e calcoliamo la media aritmetica dei moduli dei residui:

3
* 1 — ~
A N;lyj — gjln.;

— 14 =0.14.
100

Tale valore indica che mediamente i valori previsti dalla retta di regressione si
discostano dalle medie parziali di 0.14.

Possiamo anche calcolare la media quadratica dei residui:

Ay =

3
1 .
N > g — 920,
j=1
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1
o5 232 = v0.0232 = 0.152

e interpretare il valore ottenuto nel seguente modo: mediamente (in media
quadratica) i valori previsti dalla retta di regressione si discostano dalle me-
die parziali di 0.152.

Per valutare quanta parte della varianza totale ¢ spiegata dalla retta inter-
polante, bisogna calcolare I'indice di determinazione :

Calcoliamo percio la varianza spiegata: per far cio, completiamo la tabella
seguente, ricordando che §y = 2.1.

x| 9 |l ng | (@ —9)° ] (9 —9)°ny
-1 1043 | 15 2.7 41.6
0] 21|70 0 0
1376 | 15 2.7 41.6
100 83.3
Abbiamo percio che la varianza spiegata é
3 —
1 83.3 -
2 L N2
= — ; — j=——=>0.83.
78T 100 & 9 =) = Tgg

Ricordando che var(Y) = 02, = 2.49, ricaviamo l'indice di determinazione

0.83
I? = — =10.335.
1= g9 = 0339
Tale valore indica che la retta di regressione spiega il 33.5% della variabilita

totale di Y.
Se pero calcoliamo U'indice I}?, otteniamo
o 083

I =22 =_—_ =0.973.
“ 0% 0.856

Tale valore indica che la retta di regressione spiega il 97.3% della variabilita fra
le medie parziali di Y.

Confrontando i valori dei due indici I e I;?, possiamo concludere che il modello
Y = 2.1 + 1.6 - X spiega bene la variabilita fra le medie parziali, ma non la
variabilita totale, perche la varianza nei gruppi ¢ elevata.
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d)

Per valutare il grado di correlazione lineare tra X e Y, calcoliamo il coefficiente

di correlazione lineare:
cov(X,Y)

") = S Re)

Ricordando che )
cov(X,Y) = cov(X,Y;) = 0.5,

o*(X) = 0.3,
o?(Y) = 2.49,

si ottiene 0.5
r(X,Y) = ——— = 0.5785.
( ) 1v/0.34/2.49

Dal valore ottenuto concludiamo che tra il carattere X e il carattere Y ¢’é una
media correlazione lineare positiva.

3. La seguente tabella riporta i dati (in migliaia) relativi agli occupati con doppio lavoro
classificati in base alle ore settimanali di lavoro impiegate nella attivita principale
(carattere X) e nelle attivita secondarie (carattere Y'):

f)
2)

h)

X 5-15 | 16-25 | 2640 | 41-50
Y Totale
0-10 4 7 133 58 202
11-20 5 15 66 21 107
21-30 12 11 11 4 38
31-40 20 2 2 1 25
Totale | 41 35 212 84 372

Esiste indipendenza distributiva? In caso di risposta negativa costruire la tabella
delle frequenze congiunte in modo che i caratteri X e Y risultino indipendenti
in distribuzione.

Calcolare e commentare le contingenze assolute.
Calcolare un indice che misuri il grado di connessione tra i due caratteri.

Esiste indipendenza in media di Y da X7 In caso di risposta negativa si valuti
il grado di dipendenza in media.

Calcolare i parametri della retta interpolante a minimi quadrati che si ritiene
pitt opportuna dato il significato dei caratteri e tracciarne il grafico.

Dopo aver calcolato la varianza spiegata, scomporre opportunamente la varianza
totale.

Valutare con un opportuno indice la bonta di adattamento della retta individ-
uata al punto e).

Calcolare ed interpretare il coefficiente di correlazione lineare tra X e Y.
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Svolgimento

a) Se esiste indipendenza distributiva tra X e Y, sappiamo che deve valere la

relazione
g - N

N
Verifichiamo se vale tale relazione per i =1¢e j = 1:

ng; = peri=1,2,3,4; per 3 =1,2,3,4.

= = 22.26
N 372

nyp = 4.

Poiché 22.26 # 4, possiamo concludere che non ¢’¢ indipendenza distributiva.
Costruiamo percio la tabella delle frequenze teoriche 7;; in caso di indipendenza
distributiva.

X 5-15 | 16-25 | 26-40 | 41-50
Y Totale
0-10 22.26 19 115.12 | 45.61 202
11-20 | 11.79 | 10.07 | 60.98 | 24.16 107
21-30 | 4.19 | 3.57 | 21.66 | 8.58 38
31-40 | 2.76 | 2.35 | 14.25 | 5.65 25
Totale | 41 35 212 84 372

b) Costruiamo la tabella delle contingenze assolute C;; = n;; — n;;:

X 5-15 | 16-25 | 26-40 | 41-50
Y Totale
0-10 -18.26 | -12 17.88 | 12.39 0

11-20 | -6.79 | 4.93 5.02 | -3.16 0
21-30 | 7.81 7.43 | -10.66 | -4.58 0
31-40 | 17.24 | -0.35 | -12.25 | 4.65 0
Totale 0 0 0 0 0
Il valore delle contingenze assolute appena calcolate fornisce le seguenti infor-
magzioni:
e (', = —18.26: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “5 — 15”

del carattere X e “0 — 10” del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “5 — 157 del
carattere X e “0— 10" del carattere Y vi & repulsione in quanto la frequenza
congiunta che si ¢ osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta osser-
vare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (o = —12: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “16 — 25”
del carattere X e “0 — 10” del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “16 — 25" del
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carattere X e “0— 10" del carattere Y vi é repulsione in quanto la frequenza
congiunta che si & osservata é inferiore a quella che si sarebbe dovuta osser-
vare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

e (13 =17.88: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “26 — 40”
del carattere X e “0 — 107 del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “26 — 40”7 del
carattere X e “0 — 10”7 del carattere Y vi é attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si ¢ osservata ¢ superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (14 = 12.39: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “41 — 50”
del carattere X e “0 — 10”7 del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “41 — 50”7 del
carattere X e “0 — 107 del carattere Y vi é attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si ¢ osservata ¢ superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (5 = —6.79: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “5 — 15”
del carattere X e “11 — 20” del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “5 — 15”7 del
carattere X e “11 — 20”7 del carattere Y vi & repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si ¢ osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (5 = 4.93: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “16 — 25”
del carattere X e “11 —20" del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “16 — 257 del
carattere X e “11 — 20”7 del carattere Y vi & attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si € osservata é superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

e (53 = 5.02: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “26 — 40”
del carattere X e “11—20" del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “26 — 40”7 del
carattere X e “11 — 20”7 del carattere Y vi € attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si € osservata é superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

e (yy = —3.16: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “41 — 50”
del carattere X e “11 — 20”7 del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “41 — 50”7 del
carattere X e “11 — 20”7 del carattere Y vi & repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si é osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta



1 INTERPOLAZIONE PONDERATA, REGRESSIONE E CORRELAZIONE 18

osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

e (31 = 7.81: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “5— 15" del
carattere X e “21 — 30” del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “5 — 157 del
carattere X e “21 — 307 del carattere Y vi ¢ attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si € osservata é superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (3 = 7.43: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “16 — 25”
del carattere X e “21 —30” del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “16 — 25”7 del
carattere X e “21 — 307 del carattere Y vi ¢ attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si € osservata é superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

e (33 = —10.66: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “26 — 40”
del carattere X e “21 — 30”7 del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “26 — 407 del
carattere X e “21 — 307 del carattere Y vi € repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si é osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (33 = —4.58: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “41 — 50
del carattere X e “21 — 30”7 del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “41 — 507 del
carattere X e “21 — 307 del carattere Y vi € repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si & osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o (yy = 17.24: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “5 — 15”
del carattere X e “31—40" del carattere Y, risulta essere maggiore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “5 — 15”7 del
carattere X e “31 —40” del carattere Y vi ¢ attrazione in quanto la frequen-
za congiunta che si € osservata ¢ superiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

o () = —0.35: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “16 — 25”
del carattere X e “31 — 40" del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “16 — 25”7 del
carattere X e “31 —40” del carattere Y vi é repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si ¢ osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;



1 INTERPOLAZIONE PONDERATA, REGRESSIONE E CORRELAZIONE 19

o (3 = —12.25: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “26 —40”
del carattere X e “31 — 40”7 del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “26 — 40" del
carattere X e “31 —40” del carattere Y vi € repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si é osservata ¢ inferiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva;

e (Cyy = —4.65: la frequenza congiunta effettiva associata alle classi “41 — 50”
del carattere X e “31 — 40”7 del carattere Y, risulta essere minore di quella
teorica in ipotesi di indipendenza distributiva. Tra le classi “41 — 50”7 del
carattere X e “31 —40” del carattere Y vi & repulsione in quanto la frequen-
za congiunta che si & osservata é inferiore a quella che si sarebbe dovuta
osservare se tra i due caratteri ci fosse stata indipendenza distributiva.

c¢) Calcoliamo un indice che misuri il grado di connessione. Scegliamo lindice
di connessione quadratico di Pearson: troviamo quindi la media quadratica
ponderata delle contingenze relative (p;;), con pesi pari alle frequenze teoriche

(72i)

My(|pl) = %ZZP%%U

i=1 j=1

1 e (ng —7g)?
_ \NZZ%'%

i=1 j=1

_—

Per completare i conti, si completa la seguente tabella in cui inseriamo nella
2

i

A

cella (i,7) la quantita

n,j

X 5-15 | 16-25 | 26-40 | 41-50
Y
0-10 1498 | 7.58 | 2.78 | 3.37
11-20 | 3.91 241 | 041 | 041
21-30 | 14.56 | 1546 | 5.25 | 2.44
31-40 | 107.69 | 0.05 | 10.53 | 3.82

195.65
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Si ha quindi

1 T C 02 1
M. = |= Y= [—— - 195.65 = 0.53.
2(|pl) ~ ;1 ;1 » 2oy 195.65 = 0.53

Il valore appena trovato informa che, in media quadratica, le frequenze effettive
differiscono da quelle teoriche del 53% del valore di quest’ultime.

Per valutare il grado di connessione tra i caratteri X e Y ¢ necessario calcolare
un indice di connessione normalizzato. Calcoliamo percio 'indice

Ms(lp])

(k—1)2

dove k € il minimo tra il numero di modalitda del carattere X e il numero di
modalitd del carattere Y.
Nel nostro caso, k = 4, quindi:
0.53
(4—1)3

053

V3
Il valore ottenuto ci informa che 'indice quadratico di connessione di Pearson
(Ms(]p|)) ¢ pari al 30% del suo massimo valore (che corrisponde al caso di mas-
sima connessione).

Possiamo pertanto affermare che tra i due caratteri X e Y vi & un basso grado
di connessione.

= 0.30.

Per valutare se c¢’¢ indipendenza in media di Y da X, calcoliamo le medie parziali
di Y, utilizzando i valori centrali delle classi:

5-4+155-5+255-12435.5-20

g1 =M (Y|X € [5,15]) = 1 = 27.16
5.-74+155-154+255-11+35.5-2
g2 = My (Y|X € [16,25]) = + +35 + =17.69
5-1334+15.5-66 +25.5-114+35.5-2
ys = My(Y|X € [26,40]) = + ;2 + = 9.62
5-584155-21+255-4+355-1
= My(Y]X € [41,50]) = 2227 ;4 il _ 8.96,
Calcoliamo ora anche la media totale del carattere Y:
-2024+ 1551 25.5 . 525
gj:Ml(Y):5 02+ 155-1074+25.5- 38+ 35.5 _ 1216
372
Poiché non si ha che
N=Y=Ys=Ys=1Y
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possiamo concludere che non c’é¢ indipendenza in media del carattere Y dal
carattere X.

Calcoliamo la varianza di Y:

var(Y) = 03op = M(Y?) = [M(Y)]?

52.202 4 15.52 - 107 + 25.52 - 38 + 35.5 - 25
_ + + + — (12.16)2

372
86972.5
= — 147.85
372

233.80 — 147.85 = 85.93.

e la varianza fra i gruppi (fra le medie parziali):

1 o
U}%" = N (yj_y)2 1.
J=1
4
1
= =2 =9 n,
372
1
= 35 [(27.16 — 12.16)% - 41 + (17.69 — 12.16)* - 35
+(9.62 — 12.16)* - 212 + (8.96 — 12.16)* - 84]
12551.28
= — " =33.74.
372

Possiamo a questo punto calcolare il rapporto di correlazione:

2
9 _op 3374

ed osservare che la varianza fra i gruppi (fra le medie parziali) & il 39.2% della
varianza totale.

Ricordando che I'indice 17(2Y /x) € sempre compreso tra 0 e 1, possiamo concludere
che esiste una bassa dipendenza in media di Y da X.

Determiniamo i parametri della retta di regressione

A

Y:()é0+CY1'X

in modo da ricavare il numero di ore destinate alle attivita secondarie in fun-
zione delle ore dedicate all’attivita principale.

Calcoliamo la media aritmetica di X:
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10-41+20.5-35+33-212 +45.5- 84

= 32.11

e la varianza di X:

0*(X) = Mi(X?) = [M(X)]*

n,; —(z)°

4

1 c\2
- ﬁz(%’) ‘

J=1

(10)*- 414 (20.5)* - 35+ (33)% - 212 + (45.5)* - 84

372

423577.75

372

= ———— —1031.0521

372
= 107.5

— (32.11)?

Avendo gia calcolato le medie parziali di Y e completiamo la seguente tabella.

e calcoliamo la covarianza tra X e le

con cov(X,Y)):

cov(X,Y;) = cov(X,Y)

275 g]‘ nAj :Ejgjjn.j
10 | 27.16 | 41 11135.6
20.5 | 17.69 | 35 | 12692.575
33 | 9.62 | 212 | 67301.52
45.5 | 896 | &4 34245.12

125374.815

medie parziali di Y (che sappiamo coincidere

4
1
= — :L’jgjjn.j — i’g
N ijl

1
= —-125374.815 — (32.11-12.16
372 ( )

= —53.42.

A questo punto possiamo risolvere il sistema

sostituendo 1 valori:

. cov(X,Y)

g = ———+
var(X)

Gp=7—G1-T
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—53.42
107.5

6(1 -
Qo = 12.16 — &y - 32.11
e otteniamo
a1 = —0.50

Qo = 28.22.

L’equazione della retta di regressione ¢ pertanto

~

Y =2822-05-X.

Interpretiamo i parametri della retta di regressione:

e oy = 28.22 significa che la retta di regressione prevede per la variabile Y, il
valore medio 28.22, in corrispondenza del valore 0 per la variabile X;

e a1 = 0.5 significa che all’incremento unitario della variabile X, il valore medio
della variabile Y aumenta di 0.5.

Il grafico della retta ¢ riportato in figura (3).

U=28.22-0.5x

o -
0 10 20 30 X

Fig. 3: Grafico della retta di regressione Y = 28.22 — 0.5 X
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f) Per calcolare la devianza spiegata e la devianza residua, sono necessari i valori y;,
ovvero i valori previsti della retta di regressione in corrispondenza dei valori centrali
delle classi di X: calcoliamoli.

7 =28.22—-0.5- 27 =2822—-0.5-10 = 23.22

Up = 2822 —0.5- 25 =28.22—0.5-20.5 =17.97
Us = 2822 —0.5-25=2822—-0.5-33=11.72
Uy = 28.22 — 0.5 x5 =28.22—0.5-45.5 = 5.47.

Per calcolare la varianza spiegata, completiamo la seguente tabella.

w5 | g | ny | (@ —9)ny
10 | 23.22 | 41 5015.27
20.5 | 17.97 | 35 1181.46
33 | 11.72 | 212 41.04
45.5 | 547 | 84 3759.51
9997.28

Quindi la varianza spiegata é:

1

4

J=1

Calcoliamo ora la varianza residua, completando la seguente tabella in cui andiamo
a calcolare nella cella (7, 7) la quantita (y; — g;)%n;;.

$ 10 20.5 33 45.5

Yi

. (5 —23.22)* -4 (5—-17.97)*-7 (5 —11.72)* - 133 (5 —5.47)? - 58

= 1527.87 = 1177.55 = 6006.07 = 12.81

155 (15.5 — 23.22)% -5 (15.5 — 17.97)? - 15 (15.5 — 11.72)? - 66 (15.5 — 5.47)% - 21
' = 297.99 = 91.51 = 945.03 = 2112.62

o5 5 (25.5 — 23.22)? - 12 (25.5 —17.97)? - 11 (255 — 11.72)? - 11 (25.5 —5.47)? - 4
' = 62.38 = 623.71 = 2088.77 = 1604.8

35 5 (35.5 — 23.22)? - 20 (35.5 — 17.97)% . 2 (35.5 — 11.72)% - 2 (35.5 —5.47)% - 1
' = 8015.97 = 614.6 = 1130.98 = 901.8

Facendo la media di tutti i valori, otteniamo la varianza residua:

22012.46
Ny = ——— = 59.17.

o — 7 . 2
(v = 4) 372

4 4
=1

=

i=1 j
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E quindi verificata la scomposizione:

59.17 + 26.87 = 86.04 (=2 85.93)
DEVIANZA -+ DEVIANZA =  DEVIANZA
RESIDUA SPIEGATA TOTALE
g) Valutiamo la bonta di adattamento della retta di regressione, calcolando Iindice di
determinazione: D 26,87
2=22="""—031
¢ Dr 8593

Il 31% della variabilita totale del carattere Y ¢ spiegato dalla retta di regressione:
abbiamo quindi una scarsa bonta di adattamento.

h) Calcoliamo il coefficiente di correlazione lineare:

cov(X,Y) B —53.42 -
rx Y>)\/UCLT’(X)\/UCLT<Y) ~ V1075/85.93 095

Dal valore del coefficiente di correlazione lineare, possiamo dedurre che esiste una
discreta correlazione lineare negativa tra i due caratteri.



